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Durch die Verwendung von komponentenbasierten Simulationswerkzeugen zur Modellierung physikalischer
Systeme entstehen Gleichungssysteme mit Index héherer Ordnung. Dieses Paper soll einen Uberblick iiber
gangige Methoden der Indexreduktion bieten, wobei eine Klassifikation der verschiedenen Ansatze vorge-
nommen wird. Im letzten Abschnitt werden verschiedene Methoden anhand eines Beispiels vorgefiihrt.

1 Einleitung

Eine komponentenbasierte akausale Modellbeschrei-
bung fur physikalische Systeme, wie beispielsweise
Modelica oder MATLAB/Simscape, fuhrt in der Re-
gel auf differential-algebraische Gleichungssysteme
(DAESs) mit nichttrivialem differentiellem Index. Das
numerische Losen von DAEs mit Index héherer Ord-
nung ist mit herkdmmlichen ODE-L&sungsmethoden
im Allgemeinen sehr komplex und daher numerisch
aufwandig bzw. kann sogar unmdglich sein. Diese
Problematik fuhrt auf die sogenannte Indexreduktion,
bei dem die gegebene DAE in eine DAE mit Index
niedrigerer Ordnung oder eine ODE umformuliert
wird. Aufgrund der groBen Unterschiede (Struktur,
Eigenschaften, etc.) von DAEs findet man in der
Literatur eine ganze Reihe verschiedener Ansétze und
Methoden zur Reduktion des differentiellen Index.
Einige dieser Ansatze sollen in dieser Arbeit gegen-
Ubergestellt und anhand von Fallstudien evaluiert
werden.

2 Grundlegende Definitionen

Ein differential-algebraisches Gleichungssystem ist
im Allgemeinen gegeben durch die implizite Glei-
chung

F(t,x,%) =0, 1)

mit F:I X D, x D, » R™ (n € N), wobei I ein reel-
les Intervall ist, x die Ableitung von x nach t symbo-
lisiert und D,, D, offene Teilmengen von R™ sind
(siehe [1]). Ein differential-algebraisches Glei-
chungssystem zeichnet sich dadurch aus, dass diffe-
rentielle und algebraische Gleichungen auftreten,

wobei die algebraischen Gleichungen, die die Form
g(x) = 0 mit einer Funktion g: R™ - R* mit k <n
besitzen, auch Zwangsbedingung genannt werden.
Gleichung (1) besitzt den differentiellen Index
m € N, wenn m die minimale Anzahl an Ableitun-
gen darstellt so, dass sich aus dem System

dF(t,x,%) -0 d™F(t,x,%) - 0(2)

dat atm

F(t,x,%) =0,

ein  gewohnliches  Differentialgleichungssystem
(ODE) extrahieren lasst, das durch algebraische Um-
formungen auf die Form x =¢(t,x) mit
@:1 x D, = R™ gebracht werden kann (siehe [2]).

3 Methoden der Indexreduktion

Die folgende Klassifikation der Methoden zur Index-
reduktion ist aus [2] entnommen.

3.1 Indexreduktion durch Differentiation
Ein erster Ansatz zur Reduktion des Index besteht
darin, die Zwangsbedingung

g(x) =0 ®)

zu differenzieren und die Zwangshedingung durch
ihre Ableitung zu ersetzen. Dieses Vorgehen wird
durchgeflihrt bis das System den Index 1 besitzt. Ein
Problem, das sich durch dieses Vorgehen ergibt, ist
die Tatsache, dass durch das Ableiten Information
verloren geht, da die fiir die Riickintegration notwen-
digen Anfangswerte unbekannt sind. Dadurch kann es
zum sogenannten numerischen ,,Drift—off* kommen,
bei dem sich die numerisch berechnete Ldsung von
der exakten Losung entfernt.
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Ein etwas anderer Ansatz ist die Baumgarte—Methode
(siehe [3]). Diese Methode ersetzt die Zwangsbedin-
gung (3) durch eine Linearkombination von g, g und
g, das heifdt statt (3) wird folgende Gleichung ver-
wendet

§+2ag+p*g=0. (4)

Die Methode wird dadurch motiviert, dass durch die
Gestalt von Gleichung (4) bzw. das Auftreten der
urspriinglichen Zwangsbedingung keine Information
verloren geht und daher keine Anfangswerte notwen-
dig sind. Die Konstanten a und B in Gleichung (4)
sollen so gewdhlt werden, dass die Differentialglei-
chung asymptotisch stabil ist, das heit a« > 0. Ein
Problem dieser Methode stellt die Wahl der beiden
Konstanten dar.

3.2 Stabilisierung durch Projektion

Bei diesem Ansatz wird die numerische Lo&sung,
wenn sie die Zwangsbedingung nicht mehr erfillt,
das heifst von der tatsachlichen Ldsung ,,wegdriftet*,
auf die durch die Zwangsbedingung implizit definier-
te Mannigfaltigkeit projiziert. Diese sogenannte L6-
sungsmannigfaltigkeit ist daher gegeben durch

M={x € R": g(x) = 0}. (5)

Beispielsweise wird bei einem Index—2—Problem das
durch Differenzieren der Zwangsbedingung erhaltene
Index—1-Problem numerisch gelést und im Fall, dass
die Losung die urspringliche Zwangsbedingung nicht
mehr erflllt, wird die numerische Ldsung auf die
durch die urspriingliche Zwangsbedingung definierte
Mannigfaltigkeit projiziert.

3.3 Methoden basierend auf lokaler Zustands-
transformation

Bei dieser Methode wird die Lésung der DAE statt
auf dem gesamten Zustandsraum nur auf einer Man-
nigfaltigkeit gesucht, die implizit definiert ist durch
die Zwangsbedingung (siehe Gleichung (5)). Dadurch
vereinfacht sich das Ldsen einer DAE zum Ldsen
einer ODE auf der Mannigfaltigkeit M, die durch
Einfuhrung lokaler Koordinaten leichter geldst wer-
den kann.

4  Fallstudie

Als Anschauungsbeispiel wird die Bewegung eines
Pendels auf einer Kreisbahn in kartesischen Koordi-
naten verwendet, der Einfachheit halber werden die
Masse und die L&nge des Seils mit 1 angenommen.

Diese ist in expliziter Form gegeben durch die fol-
genden Gleichungen (siehe [4])

X = vy (6)
y=vy ()
v, = —Fx 8)
v, = g — Fy ©)
x2+y?2=1, (10)

wobei F die Kraft, die das Pendel auf der Kreisbahn
hélt, und g die Erdbeschleunigung bezeichnet. Ma-
thematisch gesehen kann F als Lagrange Multiplika-
tor interpretiert werden. Die Zwangsbedingung ist
gegeben durch Gleichung (10). Die DAE (6)—(10) ist
ein Index—3-Problem, was typisch fir mechanische
Systeme ist (siehe [2], [5]). Die Baumgarte—Methode
angewendet auf diese Zwangsbedingung, liefert

2> + 12 — Fx? + gy — Fy?) + 4a(xv, +
yvy) + B4 (x* +y*—1) = 0. (12)

Das Loésen der DAE (6)—(10) mit Hilfe einer L6-
sungsmannigfaltigkeit ist in diesem Fall durch Trans-
formation auf Polarkoordinaten sehr einfach mdglich
(vgl. Abschnitt 3.3). In [5] werden auBerdem ver-
schiedene Mehrschrittverfahren zur numerischen
Loésung des Gleichungssystems (6)—(10) diskutiert.
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