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Kurzfassung

Durch die Verwendung objektorientierter Simulationswerkzeuge zur Modellierung physi-
kalischer oder mechanischer Systeme entstehen differential-algebraische Gleichungssys-
teme mit hohem differentiellem Index. Der differentielle Index gibt die minimale An-
zahl an Ableitungen an, die notwendig sind, um aus dem resultierenden differenzierten
System ein gewohnliches Differentialgleichungssystem extrahieren zu konnen. Das nume-
rische Losen von differential-algebraischen Gleichungssystemen ist mit herkémmlichen
Losungsmethoden fiir gewohnliche Differentialgleichungen im Allgemeinen sehr komplex
und daher aufwéandig bzw. kann sogar unmoglich sein. Daher sind Methoden notwendig,
um diesem Problem zu begegnen, was zur sogenannten Indexreduktion fiithrt. Das Ziel
der Indexreduktion, ist das differential-algebraische Gleichungssystem in ein differential—
algebraisches Gleichungssystem mit niedrigerem Index beziehungsweise ein gewohnliches
Differentialgleichungssystem umzuwandeln.

Diese Arbeit soll einen Uberblick iiber gingige Regularisierungsmethoden bieten, wo-
bei eine Klassifikation der verschiedenen Ansétze vorgenommen wird. Diese Klassifi-
kation unterteilt die verschiedenen Ansétze in drei Bereiche: Indexreduktion mithilfe
von Differentiation, Stabilisierung der numerischen Losung durch Projektion und (loka-
le) Transformation des Zustandsraums. Nach der Klassifikation wird jeder Ansatz im
Detail erklédrt und vorgestellt, wobei auch Vor- und Nachteile der verschiedenen Metho-
den diskutiert werden. Bei der Indexreduktion mithilfe der Differentiation werden drei
verschiedene Methoden betrachtet: Differentiation und Ersetzen der Zwangsbedingung,
Baumgarte-Methode und Pantelides—Algorithmus. Bei dem Ansatz mithilfe von Pro-
jektionen werden zwei verschiedene Methoden betrachtet, die sogenannte orthogonale
Projektionsmethode und die symmetrische Projektionsmethode. Die Idee der Transfor-
mation des Zustandsraums ist, ein gewthnliches Differentialgleichungssystem auf einer
Mannigfaltigkeit zu erhalten.

Zum Vergleich der verschiedenen Methoden werden anschlieend die vorher beschriebe-
nen Ansétze anhand von Beispielen vorgefiihrt. Bei den beiden Beispielen handelt es sich
um mechanische Systeme: einerseits um die Bewegungsgleichungen eines Pendels auf ei-
ner Kreisbahn in kartesischen Koordinaten, andererseits um die Bewegungsgleichungen
eines Doppelpendels in kartesischen Koordinaten, wobei dieses System ein chaotisches
Verhalten zeigt. Fiir die Vergleichbarkeit der verschiedenen Methoden werden die nume-
risch erhaltenen Losungen und die Abweichung zur Zwangsbedingung betrachtet. Da-
durch kénnen die unterschiedlichen Ansétze hinsichtlich der erhaltenen Losungen gegen-
iibergestellt werden. Schliellich kann dadurch fiir das gegebene differential-algebraische
Gleichungssystem entschieden werden, welche Methode sich am besten fiir das Losen
ebendieses eignet.



Abstract

The use of object—oriented simulation tools for modelling of physical or mechanical sys-
tems leads to systems of differential-algebraic equations with a high differential index.
The differential index indicates the minimal number of differentiations of the system,
which are necessary to extract a system of ordinary differential equations from the dif-
ferentiated system. In general the numerical solution of differential-algebraic equation
systems with high index by conventional solution methods for ordinary differential equa-
tions is very complex or may even be impossible. Therefore methods for solving this
problem are necessary, which leads to the so—called index reduction. The aim of the
index reduction is to convert the system of differential-algebraic equations into a sys-
tem of differential-algebraic equations of lower index or a system of ordinary differential
equations.

This work aims to provide an overview of common regularisation methods. Addition-
ally, a classification of these different approaches is done. This classification divides the
different approaches into three areas: index reduction with the use of differentiation,
stabilization of the numerical solution by projection and (local) transformation of the
state space. According to the classification each approach is presented and explained
in detail. Then advantages and disadvantages of the different methods are discussed.
Three different methods of index reduction with the use of differentiation are consid-
ered: differentiation and replacement of the constraint, the Baumgarte-Method and the
Pantelides—Algorithm. There are two different methods using projections, called the
orthogonal projection method and the symmetric projection method. The idea of the
method using transformation of the state space is to obtain a system of ordinary differ-
ential equations on a manifold.

In order to compare the different methods, the approaches described above are demon-
strated by examples. The two examples are mechanical systems. On the one hand the
equations of the motion of a pendulum on a circular path in Cartesian coordinates are
considered. On the other hand, the equations of motion of the double pendulum in
Cartesian coordinates, which shows chaotic behaviour, are used. For the comparison
of the different methods, the obtained numerical solutions and the deviation from the
constraint equations are considered. Therefore the numerical solutions of the distinct
approaches can be compared. Finally it is possible to decide which method is suitable
for solving the given system of differential-algebraic equations.
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Einleitung

In diesem Kapitel wird motiviert, warum das Thema dieser Arbeit eine interessante Auf-
gabenstellung bietet und welche Ziele erhofft werden. AnschlieBend wird ein Uberblick
iiber die folgenden Kapitel gegeben.

1.1 Motivation

Die Verwendung von objektorientierter, akausaler Modellbeschreibung besitzt verschie-
dene Vor- und Nachteile. Aufgrund der direkten Abbildung der Systemstruktur anstatt
der Gleichungen ist die Darstellung des Systems sehr gut erkennbar. Auflerdem ist durch
den modularen Aufbau, bei dem jede Komponente lokal beschrieben wird und die einzel-
nen Komponenten zu einem Gesamtsystem zusammengefasst werden, eine Erweiterung
des Systems flexibel und leicht durchfiihrbar. Neben diesen Vorteilen gibt es auch Nach-
teile dieser Modellbeschreibung. Zu erwihnen ist hier, dass jegliche Einschrankung des
Systems durch Zwangsbedingungen realisiert werden muss und daher ein differential-
algebraisches Gleichungssystem entsteht.

Eine objektorientierte akausale Modellbeschreibung fiir physikalische oder mechanische
Systeme, wie beispielsweise Modelica oder MATLAB/Simscape, fithrt in der Regel auf
differential-algebraische Gleichungssysteme mit nichttrivialem differentiellem Index. Das
numerische Losen von differential-algebraischen Gleichungssystemen mit hohem diffe-
rentiellem Index ist mit herkémmlichen Losungsmethoden fiir gewohnliche Differen-
tialgleichungen im Allgemeinen sehr komplex und daher aufwéndig bzw. kann sogar
unmoglich sein. Diese Problematik fithrt auf die sogenannte Indexreduktion, bei dem
das gegebene differential-algebraische Gleichungssystem in ein differential-algebraisches
Gleichungssystem mit niedrigerem differentiellem Index oder ein gewohnliches Differen-
tialgleichungssystem umformuliert wird und dadurch schliefilich mit Methoden fiir ge-
wohnliche Differentialgleichungen gelost werden kann. Aufgrund der grolen Unterschiede
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hinsichtlich der Struktur und Eigenschaften von differential-algebraischen Gleichungs-
systemen, wie beispielsweise der differentielle Index, finden sich in der Literatur eine
ganze Reihe verschiedener Ansétze und Methoden zur Reduktion des differentiellen In-
dex bzw. der Regularisierung des Systems.

1.2 Aufgabenstellung

Am Beginn der Arbeit steht eine ausfiihrliche Literaturrecherche zum Thema differ-
ential-algebraische Gleichungssysteme, Indexreduktion und Regularisierungsmethoden,
um die grundlegenden Begriffe und Methoden kennenzulernen. Im Folgenden sollen
verschiedene Ansitze fiir differential-algebraische Gleichungssysteme evaluiert und ver-
glichen werden. Bei der Auswahl der Methoden muss beachtet werden, dass der ent-
sprechende Ansatz nicht zu speziell ist und daher nur fiir eine sehr kleine Klasse von
differential-algebraischen Gleichungssystemen verwendet werden kann. Aufgrund des-
sen werden im Folgenden géngige Methoden zur numerischen Losung von differential—
algebraischen Gleichungssystemen betrachtet. Im Vordergrund stehen die Ansédtze von
Pantelides und Baumgarte. Diese beiden Ansétze beruhen im Wesentlichen auf der Diffe-
rentiation der Zwangsbedingung. Eine weitere Idee ist, die numerische Losung, wenn sie
die Zwangsbedingung nicht mehr erfiillt, auf die Losungsmannigfaltigkeit zu projizieren.
Eine andere Herangehensweise fiir das Losen von differential-algebraischen Gleichungs-
systemen ist, die Modellbeschreibung durch Anwenden geeigneter Koordinatentransfor-
mationen zu &ndern und somit das Reduzieren des Index zu umgehen. Um die Vorge-
hensweise und Funktionalitidt der Ansétze besser zu verstehen, werden die verschiedenen
Ansétze anhand einfacher Beispiele durchgerechnet. Anschliefend sollen diese Ansétze
durch Studien an ausgewéhlten Beispielen miteinander verglichen werden, das heif3t es
soll herausgefunden werden, fiir welche Problemstellung welche Methode im Vergleich
hinsichtlich der Performance von Vorteil bzw. Nachteil ist und bei welchen Aufgabenstel-
lungen eine Methode versagt. Die Implementierung der Beispiele erfolgt in MATLAB und
die entstehenden gewohnlichen bzw. differential-algebraischen Gleichungssysteme wer-
den mit entsprechenden Differentialgleichungslosern, die in MATLAB vorimplementiert
sind, gelost.

1.3 Ziele

Das Ziel dieser Masterarbeit ist die Evaluierung von Methoden zur Indexreduktion und
Regularisierung von differential-algebraischen Gleichungssystemen sowie die Analyse
und der Vergleich dieser Methoden. Durch Studien anhand einfacher mechanischer Bei-
spiele werden Vor- und Nachteile und Grenzen der jeweiligen Methoden zur Reduktion
des differentiellen Index aufgezeigt. Schlussendlich wére es wiinschenswert herauszufin-
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den fiir welche Problemstellung welcher Ansatz zum numerischen Losen eines gegebenen
differential-algebraischen Gleichungssystems geeignet ist. Mithilfe dieser Erkenntnisse
kénnte das numerische Losen solcher Gleichungssysteme in der Praxis effizienter durch-
gefithrt werden.

1.4 Uberblick

In Kapitel 2 werden mathematische Definitionen und Grundlagen aus verschiedenen ma-
thematischen Themengebieten, die spéter verwendet werden, zitiert. In Kapitel 3 werden
die Begriffe , differential-algebraisches Gleichungssystem® und ,,differentieller Index“ de-
finiert. Weiters werden Eigenschaften von differential-algebraischen Gleichungssystemen
mit spezieller Gestalt prasentiert und die Bewegungsgleichungen mechanischer Systeme
hergeleitet. In Kapitel 4 werden zuerst die giangigsten Ansétze in Bereiche gegliedert, um
die verschiedenen Herangehensweisen abzugrenzen. AnschlieBend werden die einzelnen
Methoden im Detail beschrieben und erkléart. Diese Methoden werden in Kapitel 5 und
6 anhand von zwei Beispielen durchgerechnet. Bei dem ersten Beispiel handelt es sich
um die Bewegung eines Pendels auf einer Kreisbahn in kartesischen Koordinaten, wel-
ches ein klassisches Beispiel eines differential-algebraischen Gleichungssystems ist. Das
zweite Beispiel ist die Bewegung eines Doppelpendels in kartesischen Koordinaten, wobei
das Doppelpendel im Gegensatz zum einfachen Pendel ein chaotisches Verhalten zeigt,
siehe [1]. Diese beiden differential-algebraischen Gleichungssysteme besitzen Index drei.
Anschlielend werden diese differential-algebraischen Gleichungssysteme mit MATLAB
gelost und die Simulationsergebnisse prasentiert. AbschlieBend werden in den beiden
letzten Kapiteln die Ergebnisse zusammengefasst und diskutiert.



Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden spéter verwendete mathematische Begriffe und Grundlagen
aus verschiedenen Themengebieten zitiert.

2.1 Grundlegende Begriffe und Resultate

In diesem Abschnitt werden Definitionen und Resultate aufgelistet.

2.1.1 Analysis

In diesem Abschnitt werden Resultate aus der Analysis (siehe [2], [3] und [4]), die spéter
verwendet werden, zitiert.

Definition 2.1 (Taylorsches Polynom). Sein € N, I C R ein Intervall und f: I — R(C)
liege in C™(1). Ist y € I fest, so wird das Polynom (in der Variablen x)

n

1) = 3 E W ooy (2.)

das n—te Taylorsche Polynom an der Anschlussstelle y genannt.

Definition 2.2 (Norm, normierter Raum). Sei X ein Vektorraum iiber R(C). Eine
Abbildung ||.||: X — [0, 00) heifit Norm, wenn gilt:

e Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z|| + ||y||, =,y € X.
o [[Azll = [Alllz]], z € X, A € R(C).
o ||z|| > 0 fiir alle x # 0.

Ist auf dem Vektorraum X eine Norm gegeben, so spricht man von (X, ||.||) als einem
normierten Raum.
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Die sogenannte euklidische Norm ||.||5 ist fiir einen Vektor z € R™ definiert durch

||17||2 =

Z |242. (2.2)

(R™,|.]]2) ist ein normierter Raum tiber dem Vektorraum R.

Definition 2.3 (Projektion auf die j-te Komponente). Die Abbildung 7; : R? — R mit
7 =1,...,p, die definiert ist durch

T
r=1| 1|z, (2.3)
Lp

wird Projektion auf die j—te Komponente genannt.

n n+m
Im folgenden Satz werden mit dF; bzw. dF, die Teile <%> bzw. (%) der
i/ j=1 i) j=n+1
Jacobimatrix bezeichnet.
Satz 2.4 (Hauptsatz tiber implizite Funktionen). Sei D C R™*™ offen und sei F': D —

R™, F € C'. Weiters sei (a,b) € D sodass F(a,b) = 0 und dFy(a,b) invertierbar ist,
das heifst

det< oF: (a,b))m £0. (2.4)

On ij=1
e Dann existieren offene Kugeln U = Us(a) CR"™ um a und V = U,(b) C R™ um b
mit U x V C D, sowie eine stetige Funktion g: U — V', sodass

F(z,g9(x)) =0, zeUl. (2.5)

e Die Funktion g lost die Gleichung F(x,y) = 0, x € U, y € V wvollstindig in dem
Sinn, dass wenn (z,y) € U x V mit F(z,y) = 0 immer y = g(x) gelten muss.
Insbesondere ist b= g(a).

e Die Funktion g hat in a partielle Ableitungen (j =1,...,n)
9g

dz;

L, OF

= —dFy(a,g(a)) a—xj(%g@))‘ (2.6)

o dFy(u,v) ist fir alle (u,v) € U x V invertierbar; die Funktion g ist auf U stetig
differenzierbar und es gilt

dg(x) = ~dFy(x, g(x)) dFy(x, g(a)). (2.7)
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Definition 2.5 (Einbettung, Mannigfaltigkeit). Fir M C RP, p > 1, heifit eine Ab-
bildung ¢: D — M mit D C R% 0 < d < p eine d-dimensionale Einbettung in M,
wenn

e () # D offene Teilmenge von R? ist, ¢(D) offene Teilmenge von M beziiglich der
Spurtopologie ist, das heiit ¢(D) = MNU fiir eine in R? beziiglich der Euklidischen
Topologie offene Teilmenge U, und ¢: D — ¢(D) ein Homéomorphismus ist,

e ¢ als Abbildung von D nach RP? stetig differenzierbar ist,
e d¢(s) fiir alle s € D injektiv ist, das heifit d¢(s) hat maximalen Rang d.

Eine nichtleere Teilmenge M C RP heifit d-dimensionale Mannigfaltigkeit im RP, falls es
zu jedem x € M eine d-dimensionale Einbettung ¢: D — M mit x € ¢(D) gibt.

Lemma 2.6 (Implizit definierte Mannigfaltigkeit). Sei O C RP offen und F: O — R4
stetig differenzierbar, wobei 0 < d < p. Sei

M ={z€O: F(z) = 0}. (2.8)

Hat dF(x) fir alle x € M wollen Rang, also p — d, so ist M eine d—dimensionale
Mannagfaltigkeit.

Definition 2.7 (Idempotent). Eine Abbildung f: M — N ist idempotent, wenn f? =
fo f=f erfiillt ist.

Definition 2.8 (Projektion). Eine Projektion ist eine Abbildung P: M — N, wobei
M, N beliebige Mengen mit N C M sind, die idempotent ist.

2.1.2 Lineare Algebra

Im ersten Teil dieses Abschnitts werden Resultate aus der Linearen Algebra (hauptséch-
lich aus [5], [6] und [7]), die spéter verwendet werden, zitiert und bewiesen.

Definition 2.9 (Symmetrische Matrix). Eine Matrix A € R™" ist symmetrisch genau
dann, wenn A = AT,

Definition 2.10 (Orthogonale Matrix). Eine Matrix ) € R™*™ heifit orthogonal, falls
QTQ = k.

Definition 2.11 (Verallgemeinerte obere Dreiecksmatrix). R € R™*™ heifit eine verall-
gemeinerte obere Dreiecksmatrix, falls 7,; =0 Vi > j.

Definition 2.12 (QR—Zerlegung). Zu A € R™™ heifit eine Faktorisierung A = QR,
wobei () € R™ "™ eine orthogonale Matrix und R € R™ ™ eine verallgemeinerte obere
Dreiecksmatrix ist, eine QR—Zerlegung.
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Definition 2.13 (Eigenwert, Eigenvektor). Sei A € R"*" eine quadratische Matrix. Ein
Skalar t € C heifit Eigenwert von A, wenn es einen Vektor a € C*\{0} mit

Aa =ta (2.9)

gibt. Ein Vektor a € C™"\{0}, zu dem es ein ¢t € C mit Aa = ta gibt, heifit Eigenvektor
von A (zum Eigenwert ).

Satz 2.14. Sei A € R™" eine symmetrische Matrixz. Dann sind alle Eigenwerte von
A reell und die Figenvektoren von A bilden eine Basis des R"™, wobei die Matrix V
spaltenweise bestehend aus den Eigenvektoren orthogonal ist.

Satz 2.15. Sei A € R™" eine symmetrische Matriz. Dann ist A genau dann positiv
definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.

Satz 2.16. Sei A € R™" SPD (symmetrisch positiv definit), dann ist A~ SPD.

Beweis. Da, A SPD ist, gibt es eine orthogonale Matrix V' € R™*" (bestehend aus den
Eigenvektoren) und eine Diagonalmatrix D (bestehend aus den Eigenwerten) mit D;; > 0
fir allei =1,...,n. Es gilt also

VIAV =D = (VIAV) ' =VTA 'V =D ' = D, (2.10)

wobei D;; = DL > 0, das heifit A~! hat positive Eigenwerte.
A Y = D vhH =vD vl = A~ (2.11)
Somit ist A=' SPD. O

Satz 2.17. Sei A € R™™ SPD und S € R™™ mit vollem Spaltenrang m. Dann ist
STAS SPD.

Beweis. STAS ist symmetrisch, da

A=AT
(STAS)T —=> ST AS. (2.12)

Es bleibt zu zeigen, dass ST AS positiv definit ist. Dazu wird zuerst die Matrix S niher
betrachtet. S: R™ — R” ist injektiv, da

m = dim(R™) = dimker(S) + Rang(S) = 0+ m. (2.13)

Also wird durch = — Sx ausschliellich der Nullvektor auf Null abgebildet.

A SPD
2T (STAS)z = 2T STASz = (Sz)TA(Sz) "S> 0 Vo € R™\{0} (2.14)

Somit folgt insgesamt, dass ST AS SPD ist. O
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Definition 2.18 (Moore-Penrose-pseudoinverse Matrix). Sei A € R™*". Eine Matrix
B € R™*™ heifit Moore-Penrose—pseudoinverse Matrix von A, wenn

AB und BA (2.15)

symmetrisch sind und
A= ABA und B = BAB (2.16)

gilt. Im Folgenden wird die Matrix B mit A" bezeichnet.

Satz 2.19. Sei A € R™", so dass AT A invertierbar ist. Dann gilt

AT = (AT AT AT, (2.17)

Im zweiten Teil dieses Abschnitts werden speziell Resultate der Tensorrechnung behan-
delt, die aus [8] und [9] entnommen wurden.

Im Folgenden wird die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, das heifit b; = ¢;;a;
bedeutet b; = Z?Zl tija;. Fiir die folgenden Definitionen sei R = (ry;)f,_, eine orthogo-
nale Matrix.

Definition 2.20 (Tensor zweiter Stufe). Ist 7' eine Menge von zweifach indizierten
Termen t;; mit dem Transformationsverhalten ¢, = ryr;t;;, dann ist 7" ein Tensor
zweiter Stufe.

Definition 2.21 (Tensor dritter Stufe). Ist S eine Menge von dreifach indizierten Ter-
men s;;, mit dem Transformationsverhalten s;jk = T3 TjsTktSrst, dann ist S ein Tensor
dritter Stufe.

Eigenschaften von Tensoren:
e Ein Tensor 0. Stufe ist ein Skalar (kein Index).
e Ein Tensor 1. Stufe ist ein Vektor (1 Index).
e Ein Tensor 2. Stufe ist eine Matrix (2 Indizes).
e Ein Tensor 3. Stufe besitzt 3 Indizes.
Rechenregeln fiir Tensoren:

e Tensorprodukt: Das Tensorprodukt zweier Tensoren fiithrt stets (aufler bei Tensoren
nullter Stufe) zu einem Tensor hoherer Ordnung. Die Stufe des Produkttensors ist
dabei durch die Summe der Stufen der beteiligten Tensoren gegeben.
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e Verjiingung: Ein Tensor (hoherer Stufe) kann einer Verjiingung unterworfen wer-
den. Dabei wird iiber zwei Indizes summiert. Dies wird durch das Gleichsetzen
zweier Indizes und anschlieSfender Summation iiber diese ausgedriickt. Als Ergeb-
nis wird ein Tensor mit einer um zwei niedrigeren Stufe erhalten.

e Uberschiebung: Bei der Uberschiebung von zwei Tensoren bildet man zuerst das
Tensorprodukt und fithrt danach eine Verjiingung aus.

2.1.3 Numerik

Im ersten Teil dieses Abschnitts werden Resultate aus der Numerik (siehe [5]), die spéter
verwendet werden, zitiert.

Gegeben sei eine Funktion F: R™ — R"™. Von dieser Funktion wird die Nullstelle z*, also
F(a2*) = 0, gesucht. Diese Nullstelle kann mit dem Newton—Verfahren gefunden werden.

Definition 2.22 (Newton—Verfahren). Ein Iterationsschritt des Newton—Verfahrens an-
gewendet auf die Funktion F' lautet

Tns1 = Ty — (2-5) B (20)F (2,). (2.18)

Im zweiten Teil dieses Abschnitts werden Resultate aus der Numerik von Differential-
gleichungen (siehe [10]), die spéter verwendet werden, zitiert.

Sei G C R™"! ein Gebiet, (to,y0) € G, f € C(G,R") und y, € R". Es wird das Differen-
tialgleichungssystem
y=f({ty) mit y(te) = yo (2.19)

betrachtet. Es gibt verschiedene numerische Verfahren zur Losung solcher Differential-
gleichungssysteme. Zuerst wird auf Einschrittverfahren néher eingegangen. Im Folgen-
den bezeichnet y; die numerische Losung zum Zeitpunkt t;, wobei ¢ = 0,..., N, und
h; = tiy1 — t; die Schrittweite, wobei ¢ =0,..., N — 1.

Definition 2.23 (Einschrittverfahren). Ein numerisches Verfahren, bei dem zu gegebe-
nem g, die Werte y;, ¢ = 1,..., N durch eine Rekursion

Yirr = Yi + bV (i, Yi, Yiga, he), i=0,...,N—1 (2.20)

bestimmt werden, heiffit Einschrittverfahren. Die Funktion ¥ heifit Inkrementfunktion.
Héngt die Funktion W nicht explizit von y;11 ab, so wird von einem expliziten Einschritt-
verfahren gesprochen, andernfalls von einem impliziten.
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Beispiele fiir Einschrittverfahren:

e Das explizite und das implizite Euler—Verfahren sind gegeben durch
(ti, yis Yivr, hi) = f(Liyyi)  und W, v, Yir, i) = [t + hiyyia). (2.21)

e Die Trapezregel ist ebenfalls ein implizites Verfahren mit der Inkrementfunktion

b+ hiyyisr) + f (s yi
‘Ij(tiayiayiJrl’hi):f( 951) f y) (2.22)

Im Folgenden wird ein explizites Einschrittverfahren der Form
Yir1 = Yi + iV (ti, vi, hi) (2.23)
betrachtet.

Definition 2.24 (Konsistenzfehler, Ordnung). Sei G C R? ein Gebiet, f € C(G) lokal
lipschitzstetig im zweiten Argument. Sei die Inkrementfunktion W fiir ein A > 0 auf der
Menge G := G x [0, h] C R? definiert. Fiir (£,9,h) € G ist der Konsistenzfehler 7(¢, 7, h)
definiert als

(.9, h) = yrg(t+ h) — (§+ hU(E,§, h)), (2.24)
wobei die Funktion ¢ — y; ; die Losung von
Uig(t) = f(tyig(1), y(t) =9 (2.25)
ist. Gilt fiir jedes (¢,7) € G
hg(r)lJr h N '

so heifit das explizite Einschrittverfahren konsistent auf G. Das Verfahren heifit konsis-
tent von der Ordnung p > 0, falls es fiir jede kompakte Teilmenge K C G eine Konstante
C > 0 und ein A’ > 0 gibt, sodass

I7(£, 5, h)| < ChPH ¥ (E,4) € K und alle h € [0, 1], (2.27)

Definition 2.25 (Explizite Runge-Kutta—Verfahren). Eine Inkrementfunktion (¢, y, h)
gehort zu einem s-—stufigen expliziten Runge-Kutta—Verfahren, falls sie fiir Zahlen a;;,
b; € R, ¢; € [0,1] von der folgenden Form ist

i=1

ki = f(t7y)

2.28
kQ = f<t+C2h,y+ hCLQlkl) ( )

ks = f(t =+ Cshvy + h(aslkl +-+ assflksfl))-

10
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Zudem miissen die Koeffizienten b; die Konsistenzbedingung

S

> bhi=1 (2.29)

i=1
erfiillen.

Bemerkung 2.26. Runge-Kutta—Verfahren sind explizite Einschrittverfahren. Die maxi-
mal erreichbare Ordnung p eines s—stufigen Runge-Kutta—Verfahrens ist s.

Definition 2.27 (BDF-Verfahren). BDF-Verfahren (backward differentiation formulas)
werden dadurch erhalten, dass durch die k£ + 1 Punkte (ti41-;,yix1—5), 7 = 0,..., k, ein
Polynom k-ten Grades gelegt wird und dann fiir den unbekannten Wert vy, gefordert
wird, dass die Differentialgleichung in t;,, gilt, das heifit es wird

k k
Pelt) = Y e sL(®), L= ] (2:30)

. = t _
m=0,m£j i+1—j i+1-m

definiert und gefordert, dass

Pk(tiJrl) = f(tit1, Yit1) (2.31)
gilt.

Bemerkung 2.28. BDF-Verfahren sind Mehrschrittverfahren.

2.1.4 Variationsrechnung

In diesem Abschnitt werden Resultate aus der Variationsrechnung (siehe [11}), die spéter
verwendet werden, zitiert.

In der Variationsrechnung geht es um die Untersuchung von Extremalstellen von Varia-
tionsintegralen (oder Energie-Funktionalen)

ur— F = / F(z,u(x),Du(z))dz: U - R (2.32)
Q
wobei U C {u: Q C R® — R¥}. F(z, z,p) heiBt Lagrange-Funktion.
Definition 2.29. Sei F: U — R. Der ,,Punkt“ u € U heif3t

e (globale) Minimalstelle von F, falls F(u) < F(v) Yo € U

e strikte (globale) Minimalstelle von F, falls F(u) < F(v) Vv € U\{u}

11
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o (strikte) lokale Minimalstelle von F, falls U topologischer Raum ist und eine offene
Umgebung V' C U von u existiert, so dass u (strikte) Minimalstelle von Fy ist.

Der Wert F(u) € R heiit dann (striktes) Minimum. Die Definitionen fiir (strikte) Ma-
ximalstellen sind analog.

Es wird ein Funktional (sogenanntes Variationsfunktional) F: U — R mit U C X, X
linearer Raum iiber R betrachtet. Sei vy € U, ( € X, sodass {ug+¢e(: |e| < g9} C U fiir
ein €9 > 0 gelte. Dann sei ¢: R — R definiert durch

o(e) == Flug+¢C), el <eo. (2.33)

Definition 2.30 (Erste Variation). Falls ¢/(0) existiert, heifit 6F (ug, () := ¢/(0) erste
Variation von F an uq in Richtung (.

Definition 2.31 (Stationdrer Punkt). Sei F: U C X — R. uy € U heiit stationérer
Punkt von F, falls

0F (up, () =0 V(¢ e X, fiir die 6F (uo, () existiert. (2.34)

Im Folgenden wird ein sogenanntes Variationsintegral betrachtet. Generelle Annahmen:

e () C R” offen, beschrinkt; u € X := C'(Q,RY)

1 — Graph(u) := {(z,u(x),Du(z)): z € Q} ... kompakt

V C R* x RY x RV*" offen, Lagrange-Funktion F' € C1(V,R)

e U={ueX:1-Graph(u) CV}

Definition 2.32 (Variationsintegral). Sei F: U — R und

Flu) = / F(z, u(x), Du(z))dz, (2.35)
Q
dann heifit F Variationsintegral.

Definition 2.33. Sei C C U C X = CY(Q,R"). Dann heifit u € C
e cine schwache (lokale) Minimalstelle von F in C, falls 35 > 0 mit
F(u) < F(v) VYve Cn Bs,(u; X). (2.36)
Dabei bezeichnet Bg,(u; X) den Kreis um u mit Radius dp in der Norm von X.
e cine starke (lokale) Minimalstelle von F in C, falls 3y > 0 mit

F(u) < F(v) Yv € Cn Bs,(u; C(Q,RY)). (2.37)

12
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Satz 2.34 (Euler-Lagrange Gleichung). Zusditzlich zu den generellen Annahmen gelte
% € CY(V). Fiir eine Funktion u € C*(Q,RY) N CL(Q,RY) gelte

6F(u,0) =0 V(¢ e Cr(Q,RY). (2.38)

Dann erfillt w die Fuler-Lagrange Gleichung von F:

OF "0 (OF
o (z,u(z), Du(z)) = ( Bor

= al’j

(x,u(m),Du(m))) =0

reQ,i=1,...,N.

(2.39)

Im Folgenden wird ein sogenanntes Variationsproblem mit Nebenbedingung betrachtet,
genauer: ein Variationsproblem mit holonomen Nebenbedingungen. Generelle Annah-
men:

e ) C R” offen, beschrénkt; u € X := C'(Q,RY)
o V CR"x RN x RV*" offen mit 1 — Graph(u) CV
e Lagrange Funktion F' € C?*(V,R)

Es wird das Problem
F(v) := / F(z,v(x),Dv(x))dx — min! (2.40)
Q

mit einer (holonomen) Nebenbedingung 0 = G(z,v(z)) = (Gy,...,G,) Yz € Q (also G =
G(x, 2)) betrachtet. Fiir G gilt: G € C*(R* xRN R") mit 1 < r < N—1, sodass fiir festes
T € Q G(xp, 2) = 0 eine (N —r)-dimensionale Mannigfaltigkeit M (xq) von RY definiert.
Das Problem F(v) := [, F(x,v(z), Dv(z))dz — min! ist ein Minimierungsproblem fiir
Abbildungen v: Q — M.

Satz 2.35 (Euler-Lagrange Gleichung mit Nebenbedingung). Sei u € C?(Q, RY) schwa-
che lokale Minimalstelle von F in

Cs = {v € X: supp(u—v) C Q, lu—vllx < 3, Gl v(x)) =0V € Q) (241)

= 3 eindeutig bestimmte Funktionen Ay, ..., A\, € C(Q) (Lagrange—Multiplikatoren) mit

8(2 <F =S w,) (2, u(z), Du(x)) — JZ a% ( OF (e u(w), Du(m))) =0 4

=1

reQ,i1=1,...,N.

13
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2.2 Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten
Dieser Abschnitt ist aus [12] entnommen. Sei M C R”" eine gegebene Mannigfaltigkeit.
Ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen
y=f(ty),y€R" und y(0)=yo (2.43)
mit f: R x R® — R ist eine Differentialgleichung auf einer Mannigfaltigkeit M, wenn
yo € M impliziert, dass y(t) € M V. (2.44)
Das ist dquivalent zur Forderung
ft,y) e T,M fir ye M, (2.45)

wobei T, M der Tangentialraum von M im Punkt y € M ist. Fiir m-dimensionale Man-
nigfaltigkeiten gegeben durch

M ={yeR": h(y) =0} (2.46)

mit einer Funktion A: R™ — R"™™ mit m < n ist der Tangentialraum im Punkt a € M
von der Form

T,M = {v e R": Z—Z(a)v = 0} (2.47)

und besitzt Dimension m.

14



Definition und Eigenschaften von DAEs

In diesem Kapitel werden grundlegende Begriffe und Fakten, die in Zusammenhang
mit differential-algebraischen Gleichungssystemen und differentiellem Index stehen, be-
schrieben.

3.1 Grundlegende Definitionen zu DAEs und Index

Eine allgemeine Form eines differential-algebraischen Gleichungssystems ist in [13] zu
finden.

Definition 3.1 (Differential-Algebraische Gleichung, DAE). Eine differential-algebra-
ische Gleichung (DAE) ist gegeben durch die implizite Gleichung

F(t,z,&) =0, (3.1)

mit einer Funktion F': [ x D, x D; — R", wobei I C R ein reelles Intervall ist und
D,, D; C R" offene Mengen sind, n € N und x: I — R"” eine differenzierbare Funktion
ist, wobei mit & die Ableitung von x nach ¢ bezeichnet wird.

Bemerkung 3.2. Als DAE wird im Allgemeinen auch ein differential-algebraisches Glei-
chungssystem bezeichnet.

Bemerkung 3.3. Ist die Matrix g—g reguldr, dann kann mit dem Hauptsatz {iber implizite

Funktionen F' = 0 nach & aufgel6st werden.

Bemerkung 3.4. Der Zustandsraum ist gegeben durch .

Variablen bzw. Gleichungen werden mithilfe der folgenden Bezeichnung unterschieden:

e algebraische Variable: eine algebraische Variable zeichnet sich dadurch aus, dass in
der DAE keine Ableitungen dieser vorkommen.

15
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e differentielle Variable: eine differentielle Variable ist eine Variable deren Ableitun-
gen ebenfalls in der DAE vorkommen.

e algebraische Gleichung: eine algebraische Gleichung einer DAE ist eine Gleichung,
in der keine Ableitungen vorkommen.

o differentielle Gleichung: eine differentielle Gleichung einer DAE ist eine Gleichung,
in der Ableitungen auftreten.

Definition 3.5 (Zwangsbedingung). Die algebraischen Gleichungen des differential—
algebraischen Gleichungssystems besitzen die Gestalt g(z) = 0, mit einer Funktion
g: R" — R™ mit m < n, und werden Zwangsbedingung genannt.

Jedes differential-algebraische Gleichungssystem besitzt einen differentiellen Index, der
in [14] definiert ist.

Definition 3.6 (Differentieller Index). Ein differential-algebraisches Gleichungssystem
besitzt differentiellen Index k € Ny, wenn £k die minimale Anzahl an Ableitungen dar-
stellt, so dass sich aus dem System
_ dF(t,z, 1) d*F(t,x, 1)
F(t =0, ————=0,..., ———= =0 3.2
( » Ly iL’) ) dt ) ) dix ( )
ein gewohnliches Differentialgleichungssystem extrahieren lésst, das durch algebraische
Umformungen auf die Form & = ¢(t, z) mit einer Funktion ¢: I x D, — R"™ gebracht
werden kann.

Bemerkung 3.7. Ein gewohnliches Differentialgleichungssystem besitzt differentiellen In-

dex Null.

Es gibt im Zusammenhang mit DAEs noch weitere Indexbegriffe wie beispielsweise ,,per-
turbation index”, ,strangeness index“, ,, geometric index*, ,tractability index“ oder ,struc-
tural index“, siche [13] und [15].

Im Folgenden wird der differentielle Index meist als Index bezeichnet.

3.2 Spezielle DAEs

Dieser Abschnitt ist aus [12] entnommen.
Es wird die Gestalt von bestimmten DAEs mit Index eins, zwei bzw. drei betrachtet.
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e DAEs mit Index 1: Die DAE besitzt die Gestalt

g(ya 2) =0, <3'3)

wobei f: U XV - R" g: UxV — R™und U C R", V C R™ offen. Die Variable
y ist eine differentielle Variable und z eine algebraische Variable. Differentiation
von ¢g(y,z) = 0 nach ¢ ergibt

gyy + gzz - gyf + gzz = 0. (34)

Wenn g, invertierbar ist kann obige Gleichung umgeformt werden zu

i=—(g:)"'g,f. (3.5)
Im Falle der Invertierbarkeit von g, besitzt diese DAE Index 1.
e DAEs mit Index 2: Die DAE besitzt die Gestalt

g(y) =0, (36)

wobei f: U xV — R ¢g: U — R™ und U C R", V C R™ offen. Die Variable y
ist eine differentielle Variable und z eine algebraische Variable. Differentiation von
g(y) = 0 nach t ergibt

999 = gyf = 0. (3.7)
Zweimaliges Ableiten von g(y) = 0 nach ¢ ergibt

fT ®gyy X f +gyfyy+gyfz73 - fT ®gyy X f ‘I'gyfyf _‘_gy.f‘z'é = 07 (38)

wobei ® das Tensorprodukt bezeichnet. Wenn g, f. invertierbar ist, kann obige
Gleichung umgeformt werden zu

z= _<9yfz>71 (fT ® gyy ® [+ gyfyf) . (3.9)

Im Falle der Invertierbarkeit von g, f, besitzt diese DAE Index 2 und die DAE

y;fgg) (3.10)

besitzt Index 1. Wenn g¢,(y) f.(y, ) invertierbar ist, gilt mit dem Hauptsatz iiber
implizite Funktionen (Satz 2.4), dass g,(y)f(y,2) = 0 nach z aufgelost werden
kann, das heifit es existiert eine Funktion h: R® — R™ mit z = h(y). Zusammen-
gefasst gilt: Wenn g, (v) f.(y, z) invertierbar ist, besitzt die DAE (3.6) Index 2 und
aus der ersten Ableitung der Zwangsbedingung ¢(y) = 0 kann die algebraische
Variable z ausgedriickt werden.
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e DAEs mit Index 3: Die DAE besitzt die Gestalt
v=f(y,2)
z2=k(y,z,u) (3.11)
9(y) =0,

wobei f: UXV - R" k:UxV XW —=R™ ¢g:U—RPund U C R", V C R™,
W C RP offen. Die Variablen y und z sind differentielle Variablen und u ist eine
algebraische Variable. Differentiation von g(y) = 0 nach ¢ ergibt

999 =gy = 0. (3.12)

Zweimaliges Ableiten von g(y) = 0 nach ¢ ergibt

fT®gyy®f+gyfyy+gyfzz = fT®gyy®f+gyfyf+gyfzk = 07 (3-13)

wobei ® das Tensorprodukt bezeichnet. Dreimaliges Ableiten von g(y) = 0 nach ¢
ergibt einen Term mit g, f.k,u. Falls g, f.k, invertierbar ist, besitzt die DAE Index
3 und die DAE
i=f(y.2)
2 =k(y,z,u) (3.14)
fT®gyy®f+gyfyf+gyfzk =0

besitzt Index 1. Wenn g,(y)f.(y, 2)ku(y, z,u) invertierbar ist, gilt mit Satz 2.4,
dass g,(y)f.(y, 2)k(y, z,u) nach u aufgelost werden kann, das heifit es existiert
eine Funktion A: R" x R™ — RP mit u = h(y, z). Zusammengefasst gilt: Wenn
9y(y) f2(y, 2)ku(y, 2, u) invertierbar ist, besitzt die DAE (3.11) Index 3 und aus der
zweiten Ableitung der Zwangsbedingung ¢g(y) = 0 kann die algebraische Variable
u ausgedriickt werden.

Zusammenfassend gilt fiir DAEs mit Index 2 bzw. 3, dass unter gewissen Vorausset-
zungen die algebraischen Variablen aus der ersten bzw. zweiten Ableitung der Zwangs-
bedingung ¢(y) = 0 ausgedriickt werden kénnen und in die differentiellen Gleichungen
eingesetzt werden kénnen. Dieses Vorgehen wird bei einigen Methoden zur Indexreduk-
tion in Kapitel 4 verwendet.

3.3 DAEs mit Index 1

Es wird die Gestalt einer DAE mit Index 1 aus Abschnitt 3.2 verwendet, also

y=f(y,2)
o 2) =0 (3.15)

wobei die Funktionen definiert sind wie oben. Fiir DAEs mit Index 1 werden im Folgen-
den zwei Moglichkeiten betrachtet, um diese zu losen:
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e Analytischer Weg:
Da die DAE Index 1 besitzt, muss die Ableitung von g nach z, das heif3t %, regulér
sein. Daher kann ¢(y,z) = 0 laut dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen 2.4
nach z aufgelost werden. Somit wird z als Funktion von y erhalten, also z = g(y).
Eingesetzt in die Gleichung y = f(y, z) ergibt das ¥ = f(y, g(y)). Mit dieser Vor-
gehensweise kann eine DAE mit Index 1 in eine gewohnliche Differentialgleichung
umgeformt werden.

e Numerischer Weg:
Wenn ein expliziter ode—Solver zum Losen der Differentialgleichung y = f(y, 2)
verwendet wird, dann entspricht die Vorgehensweise dem folgenden Algorithmus.
Ein Schritt von (y,, z,) = (Yn+1, 2n+1) folgt dem Schema:

Algorithmus 3.8 (Losen einer Index 1 DAE mit einem expliziten ode—Solver).

— Yir1 = Pn(ys, z;), wobei @), ein explizites numerisches Verfahren ist, das auf
v = f(y,z) angewendet wird.

— Aus der Gleichung ¢(y;11, 2zi+1) = 0 wird mithilfe eines Newton—Verfahrens
2;+1 berechnet.

In der Gleichung ¢(y;41, zi+1) = 0 besitzt y;;1 einen fixen Wert, das heiit g ist nur
von z;41 abhéngig. Daher ist die Jacobimatrix von g gegeben durch % und diese
ist reguldr. Ein Schritt des Newton—Verfahrens fiir die Gleichung g(y;11, zi41) =0
hat die Form

dg !
Zitln+l = Zitln — <$> (yi+1>Zi+1,n>g(yi+172i+1,n); (3-16)

wobel n der Laufindex des Newton—Verfahrens ist.

Wenn ein impliziter ode—Solver zum Losen der Differentialgleichung ¢y = f(y, 2)
verwendet wird, der nicht von z;,; abhéngt, dann entspricht die Vorgehensweise
dem folgenden Algorithmus. Ein Schritt von (yn,zn) — (Yn+1,2n+1) folgt dem
Schema:

Algorithmus 3.9 (Losen einer Index 1 DAE mit einem impliziten ode-Solver
(Spezialfall)).

— Yir1 = Pn(Yi, Yir1, 2i), wobei @y, ein implizites numerisches Verfahren ist, das
auf y = f(y, z) angewendet wird.

— Aus der Gleichung ¢(y;11, 2zi+1) = 0 wird mithilfe eines Newton—Verfahrens
Z;+1 berechnet.
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Das Newtonverfahren fir die Gleichung g(y;41, zi+1) = 0 verlduft genauso wie im
Fall eines explizten ode—Solvers.

Wenn ein impliziter ode—Solver zum Losen der Differentialgleichung ¢y = f(y, 2)
verwendet wird, der von z;;; abhéngt, dann entspricht die Vorgehensweise dem
folgenden Algorithmus. Ein Schritt von (v, z,) = (Ynt1, 2ns1) folgt dem Schema:

Algorithmus 3.10 (Losen einer Index 1 DAE mit einem impliziten ode—Solver).

— Aus den beiden Gleichungen y;11 = Pp(ys, Yit1, 2i, Zit1), wobei @y, ein impli-
zites numerisches Verfahren ist, das auf y = f(y, z) angewendet wird, und
9(Yis1, zir1) = 0 wird mithilfe eines Newton—Verfahrens y; 1 und z;,; berech-
net.

In diesem Fall ergibt sich mit

% - 1y i+l ~iy <1
F(Yis Yiv1s 20, Zig1) (yH 8o it 2 Z+1)> (3.17)

g(yi+17 Zi+1)

fiir das Newtonverfahren

(yi+1,n+1> _ (yi+1,n) _ Jfl(y-“ Zin1 ) <y@-+1,n - (I)h(yi,nayi+1,mzi,m2i+1,n)>
Zit1,n+1 Zit1n ’ ’ g(yz‘+1,m Zz‘+1,n)
(3.18)

oF

wobei J die Jacobimatrix von F ist, das heifit J = 50"

Dieser Abschnitt ist der Grund dafiir, dass bei den Regularisierungsmethoden in Kapitel
4 die Indexreduktion bis Index 1 durchgefiihrt wird und nicht bis Index 0.

3.4 DAEs bei mechanischen Systemen

Dieser Abschnitt ist aus [12] und [16] entnommen.

Herleitung der DAE mechanischer Gleichungssysteme mithilfe der Variationsrechnung
(sieche 2.1.4):

Es bezeichnet ¢ die generalisierten Koordinaten und ¢ die generalisierten Geschwindig-
keiten. Weiters ist eine Funktion L: R x R” x R" — R, die von ¢, ¢ und ¢ abhéangt,
gegeben. Es wird das Variationsproblem

to
/ L(tq#),d(t) dt — min! (3.19)
t1
betrachtet. Die Euler-Lagrange Gleichungen berechnen sich laut Satz 2.34 zu
d (0L oL
— — =0, i=1,...,n. 3.20
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Fiir die Bewegung eines Systems in einem konservativen Kraftfeld, also ein System,
bei dem sich die Gesamtenergie zufolge der Bewegung nicht &ndert, zum Beispiel ein
ungedampftes Feder-Masse-System oder ein ungedédmpftes Pendel (siehe [17]), berechnet
sich L als

L = Eyin, — Epot, (3.21)

wobei Fj;, die kinetische und FE,, die potentielle Energie bezeichnet. Das Variations-
problem hat daher die Gestalt

to
/ (Ekin — Epot) dt —  minl. (3.22)
t1

Der néchste Schritt ist, eine oder mehrere Nebenbedingungen bzw. eine Zwangsbedin-
gung mit in das System aufzunehmen. Das weitere Vorgehen kann ab diesem Schritt auf
zwei verschieden Arten geschehen. Die eine Variante ist der Theorie der Variationsrech-
nung zufolge, die zweite ist der Lagrange—Formalismus der klassischen Mechanik.

e Variationsrechnung:
Es handelt sich hierbei um den Fall sogenannter holonomer Nebenbedingungen aus
Abschnitt 2.1.4. Dabei berechnen sich die Euler-Lagrange Gleichungen zu

=0, i=1,...,n (3.23)

dt (37_(]Z dq; ’

d (aL> 0 (L + 2 >\j9j>
Zu diesen Gleichungen wird noch die Zwangsbedingung g;, j = 1, ..., m hinzuge-
fiigt. Somit entsteht insgesamt ein Gleichungssystem mit n+m Gleichungen. Diese

Gleichungen kénnen umgeformt werden zu

q (8<Ekm_Epot)>_3<(Ekm—Epot)+2j:1 )\jgj> _0 i—1 n (3.24)
. , e .

dt D4 dq;
und die Zwangsbedingung bildet die (n + 1). bis (n + m). Gleichung.

e Lagrange-Formalismus der klassischen Mechanik:
Um Nebenbedingungen mit aufzunehmen, wird die Zwangsbedingung ¢;(q) =
0,...,9m(q) =0 in die Funktion L mit aufgenommen, das heifit

L = Ek:zn — Epot — )\191 — ... — /\mgma (325)

wobei \;, £ = 1,...,m als Lagrangesche Multiplikatoren bezeichnet werden. Die
Lagrangeschen Multiplikatoren A\; werden zu den generalisierten Koordinaten und
Ar zu den generalisierten Geschwindigkeiten hinzugefiigt, das heifit es gibt anstatt
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vorher n generalisierte Koordinaten/Geschwindigkeiten n+m. Die Euler-Lagrange
Gleichungen berechnen sich zu

d (OL oL
— — = =1,... : 2

Dieses Gleichungssystem besteht aus n+m Gleichungen. Diese Gleichungen kénnen
umgeformt werden zu

d 0 <Ekm — Epor — Z;nzl Ajgj> 0 (Ekm — Epot — Z;nzl Ajgj)

1=1,...,n+m.
(3.27)
Da die Zwangsbedingung nicht von ¢ abhéingt, ergeben sich die Gleichungen

d (a (Epin — Epot)> - 9 (Ekn — Epur — 200, Ajgj) B

dt 9 o =0, i=1..n+m

(3.28)

Werden aus ¢ und ¢ die Lagrangeschen Multiplikatoren wieder entfernt und da
8%\? = g, ergeben sich die Gleichungen

=0, i=1,...,n (3.29)

d (5‘ (Epin — Epot)> 0 (E’m = Epot = 21 Aﬂh)

dt d4q; dq; 7
und die m Gleichungen der Zwangsbedingung. Das sind bis auf das Vorzeichen von
den \;, j = 1,...,m die selben m + n Gleichungen, die auch beim Ansatz mit
Variationsrechnung erhalten wurden, das heifit A\,ccn = —Apar-

Im Folgenden wird mit dem Vorzeichen, das beim Ansatz mithilfe der klassischen Mecha-
nik erhalten wurde, weitergerechnet. Insgesamt fiihrt dieses Vorgehen zum Gleichungs-
system

i 0 (Eyin — Epot) B 0 <Ekm  Bpor — Z;n:l )\jgj> =0 1=1 n
dt 4 g T (330

gi(q) =0, j=1,...,m.

Durch Eiin = Egin(q,4), Epot = Epot(q, ¢) und Verwendung der Linearitit der Differen-
tiation wird das Gleichungssystem

i aEk‘zn d al?pot . 8Ek7,n + aEﬁpot + az;n:l )\jgj o
dt \ 9¢; 94 dq; dq; dg;

dt
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erhalten. Weitere Umformungen und % T (%) =: % (m(gi)g;), i =1,...,n ergeben das
Gleichungssystem
d d aEpot ) 8E]“n aEpot ag] X
)i + A =0, +:=1,....n
ag ")) - ( 9q; 0 8qz ji: 7 0g; (3.32)

g]() 07 j_la"'7

Weitere Umformungen ergeben

d . d aEﬂpm& aEkzn aE'pot < o -
i+ gpomais - 3 (%52 ) - % Z 0, =1
g](q):()? .7_]-)"'7
(3.33)

Aus diesen Gleichungen wird durch M(q) := (Ekin)y; mit (M(q))ii = m(q;), Umschrei-
ben von (Z”i )\‘%) als Matrix—Vektor—-Multiplikation <6—9> und —Fj(t,q,q) =

Lm(q))dg — & <6E”‘”> OBun 4 8E”“t das Gleichungssystem

dt dq; 9q;

, : AN
M(Q)q - F(t, q, Q) + (a_q) A=0 (334)
9i(q) =0, j=1,...,m

erhalten. Somit wird durch Umformung des obigen Gleichungssystems die allgemeine
Form der Gleichungssysteme mechanischer Systeme erhalten.

Definition 3.11 (Gleichungssystem mechanischer Systeme). Die Bewegungsgleichungen
mechanischer Systeme sind gegeben durch

M(q)G = F(t,q,4) — GT(g)A
9(q) =0,

wobei ¢ € R™ die generalisierten Koordinaten sind, M € R™*" die symmetrisch positiv
definite Massenmatrix, F': R x R" x R" — R" die Krifte bezeichnet, g: R" — R™ die
Zwangsbedingung ist, G = g—f’] € R™*" vollen Rang besitzt und A € R™ der Lagrangesche
Multiplikator ist.

(3.35)

Im Folgenden wird die Gleichung g(¢q) = 0 aus dem differential-algebraischen Gleichungs-
system (3.35) betrachtet. Zuerst wird der Fall m = 1, das heiit g: R™ — R, diskutiert.
Die Ableitung von g nach der Zeit ¢ errechnet sich zu

9(q) = G(q)q, (3.36)

wobei G(q) € R". Die zweite Ableitung von g nach ¢ wird nach Differentiation der ersten
Ableitung erhalten als

i(q) = 4" Ge(q)q + G(q)q, (3.37)
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wobei G,(q) € R™™. Da M symmetrisch und positiv definit ist, ist M reguldr und
daher invertierbar. Aus der Gleichung M(q)j = F(t,q,q) — GT(q)\ des differential-
algebraischen Gleichungssystems (3.35) kann daher ¢ ausgedriickt werden als

G=M(q) " (F(t,q,4) — GT(g)A) (3.38)
und Einsetzen in die Gleichung §(q) = 0 ergibt mit (3.37)
0" Gy(q)q + G(a)M ()" (F(t,q,9) — GT(9)) = 0. (3.39)
Umformungen ergeben
i"Gy(0)q + G(@)M(q) " F(t,q,4) = Glq)M ()" GT (). (3.40)

Die reelle Zahl G(q)M(q)"*G"(q) ist ungleich 0, da M(q)™! eine symmetrisch positiv
definite Matrix ist, daher n positive Eigenwerte besitzt, die Eigenvektoren eine Basis des
R™ bilden (V' ist die Matrix mit den Eigenvektoren in den Spalten, V' orthogonal) und
dadurch G(q)M(q)"'G*(q) = H(¢)"DH(q) = Y7, Xi(h;)* > 0 mit VI GT = H, wobei
D die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten in der Diagonale ist und h; die Spalten von
H bezeichnet. Daher kann mit (G(q)M (q)*lGT(q))_l multipliziert werden. Dies fiihrt
auf

(Gla)M(0)7'G"(q)) " (d" Gol@)d + G()M(q) ' F(t, q,4)) = A (3.41)

Es ist bemerkenswert, dass aus der zweiten Ableitung der Zwangsbedingung g(q) = 0 der
Lagrangesche Multiplikator A ausgedriickt werden kann. Mit Gleichung (3.41) ist weiter
zu erkennen, dass die DAE (3.35) Index 3 besitzt, da durch nochmaliges Ableiten eine
Gleichung fiir A entsteht. Weiters kann der in Gleichung (3.41) ausgedriickte Lagrange-
sche Multiplikator in die differentiellen Gleichungen der DAE (3.35) eingesetzt werden.
Diese Gleichungen werden das zugrundeliegende gewthnliche Differentialgleichungssys-
tem genannt.

Nun wird die obige Herleitung verallgemeinert auf Funktionen g, die in den R™ abbilden,
das heifit g: R™ — R™. Die erste Ableitung von g nach ¢ errechnet sich genauso wie im
reellwertigen Fall. Daher

9(q) = G(q)q, (3.42)

wobei G(q) € R™*". Die zweite Ableitung von ¢ nach ¢ wird nach Differentiation der
ersten Ableitung erhalten als

9(q) = " © Gy4(q) ® ¢+ G(q)q, (3.43)

wobei G,(¢) ein Tensor 3. Stufe ist und ® das Tensorprodukt bezeichnet. Das Tensorpro-
dukt G,(¢) ® ¢ ist das Produkt eines Tensors 3. Stufe und eines Tensors 1. Stufe, somit
ist G,(q¢) ® ¢ ein Tensor 4. Stufe. Durch Verjiingung wird daraus ein Tensor 2. Stufe.
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Bildet man das Produkt des Tensors 1. Stufe ¢ mit dem Tensor 2. Stufe G,(q) ® ¢ so
ist das Produkt ein Tensor 3. Stufe. Durch Verjiingung wird daraus ein Tensor 1. Stufe.
Insgesamt ist daher ¢” ® G,(q) ® ¢ ein Tensor 1. Stufe, das heifit ein Vektor. Analoge
Umformungen zum reellwertigen Fall ergeben die Gleichung

" @ Golq) @4+ G(a)M(q) " F(t, q,4) = G(@)M(q) "' G (). (3.44)

Die Matrix G(q)M (¢)"'G*(q) € R™ ™ ist regulir, da M(q)~! eine symmetrisch positiv
definite Matrix ist und S := G7 € R™™ vollen Rang m besitzt, gilt laut Satz 2.17,
dass G(q)M(q)"*G"(q) SPD ist und daher auch regulir ist. Da G(q)M(q)"'G*(q) eine
regulire Matrix ist, ergibt sich

(G(a)M(9)'G" (@) (¢" © Gqalq) ® ¢+ G(q)M(q) " F(t, q,q)) = \. (3.45)

Wie im reellwertigen Fall besitzt die DAE Index 3 und aus der zweiten Ableitung der
Zwangsbedingung ¢g kann der Lagrangesche Multiplikator A ausgedriickt werden. Ana-
log zu oben kann der so ausgedriickte Lagrangesche Multiplikator in die differentiellen
Gleichungen eingesetzt werden.

Das System
- AT
M(q)j = F(t,q.q) — GT(q)A (3.46)
9(q) =0,
kann durch
0=p (3.47)
auf die Gestalt
g=p
M(q)p = F(t,q,p) — GT(g)\ (3.48)
9(q) =0,

gebracht werden, also auf die Gestalt einer DAE mit Index 3 wie in Abschnitt 3.2 mit
y=q, z2=p,u=M\ f(y,2) =zund k(y, z,u) = M Y(F — GTu).
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Regularisierungsmethoden

In diesem Kapitel werden die verschiedenen Regularisierungsmethoden klassifiziert und
erklart.

4.1 Uberblick

Es gibt zahlreiche Methoden der Indexreduktion. In diesem Abschnitt werden diese Me-
thoden aufgelistet und in Klassen eingeteilt. In der Literatur werden auch immer wieder
spezielle Methoden, beispielsweise Indexreduktion ausschlielich fiir lineare DAEs oder
Gleichungssysteme mechanischer Systeme mit Index 3, ausfiihrlich diskutiert, siche [13]
und [16]. In dieser Arbeit werden eher allgemeine Ansétze diskutiert, um eine moglichst
breite Anwendung dieser gewiéhrleisten zu konnen. Zum Vergleich wird eine Methode,
die speziell fiir die ausgewihlten Fallbeispiele konzipiert ist, betrachtet. Die géngigsten
Methoden zur Indexreduktion lassen sich im Allgemeinen in folgende Bereiche teilen:

e Regularisierung durch Differentiation
Bei diesen Methoden wird in der Regel mit einer oder mehreren Ableitungen der
Zwangsbedingungen gearbeitet.

e Regularisierung durch Projektionsmethoden
Bei Projektionsmethoden wird die numerische Losung, wenn sie die Zwangsbedin-
gungen nicht mehr erfiillt, auf die Mannigfaltigkeit, die durch diese gegeben ist,
projiziert.

e Regularisierung durch Zustandsraumtransformation
Bei Methoden mit Koordinatentransformation wird der Zustandsraum (lokal, wenn
moglich global) umkoordinatisiert und dann dieses System gelost.

Diese weit verbreiteten Methoden werden in den folgenden Abschnitten im Detail disku-
tiert. In Kapitel 5 und 6 wird anhand von Beispielen die genaue Vorgehensweise prasen-
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tiert und erklédrt. Im Weiteren werden noch ein paar Anséitze aus der Literatur erwahnt,
die aber nicht ndher betrachtet werden:

e DAETS (Differential Algebraic Equations by Taylor Series) ist ein Verfahren zum
Losen von DAEs mittels Taylorreihenentwicklung der Funktionen und mithilfe de-
rer wird dann die Integration vorgenommen. Anschlieffend wird die Losung, wenn
sie die Zwangsbedingung nicht mehr erfiillt, auf die Losungsmannigfaltigkeit proji-
ziert (siehe [18]). Diese Methode wird nicht ndher betrachtet, da die Indexreduktion
durch Projektion erfolgt und dies im Abschnitt 4.3 behandelt wird.

e Das Simulationstool APMonitor kann zum Loésen von DAEs herangezogen wer-
den. DAEs werden gelost, indem die differentiellen Gleichungen in algebraische
umgewandelt werden (siehe [19]), wobei auch ein Optimierungstool herangezogen
wird. Dieses Tool wird nicht ndher betrachtet, da es keine eigenstindige Methode
reprasentiert.

e Die Grundidee der Linear Graph Theory (siehe [20]) ist, jede Komponente des Ge-
samtsystems einzeln zu modellieren. Somit kénnen fiir verschiedene Elemente des
mechanischen Systems verschiedene Koordinatisierungen gewé#hlt werden. Dieser
Ansatz wird nicht ndher betrachtet, da die Indexreduktion durch Differentiati-
on der Zwangsbedingung und durch lokale Koordinatisierungen durchgefiihrt wird
und dies in Abschnitt 4.2 und 4.4 behandelt wird.

e DynaFlexPro (siehe [21]) ist ein Tool von Maple, das zur Formulierung der Glei-
chungen mechanischer Systeme verwendet werden kann. DynaFlexPro basiert auf
der Linear Graph Theory. Die Koordinaten der Gleichungen werden so gewihlt,
dass die Gleichungen eine moglichst einfache Gestalt besitzen. Dieses Tool wird
nicht ndher betrachtet, da es keine eigenstandige Methode reprisentiert.

4.2 Indexreduktion durch Differentiation

Im Folgenden werden drei Methoden betrachtet, die die Indexreduktion mittels Diffe-
rentiation durchfiihren.

4.2.1 Differentiation der Zwangsbedingung

Ein erster Ansatz zur Reduktion des Index, der in [14] zu finden ist, besteht darin, die
Zwangsbedingung g(x) = 0 zu differenzieren und sie durch ihre Ableitung zu ersetzen.
Dieses Vorgehen wird solange durchgefiihrt, bis das System differentiellen Index 1 besitzt,
siehe Abschnitt 3.3. Ein Problem, das sich durch dieses Vorgehen ergibt, ist die Tatsache,
dass durch das Ableiten Information verloren geht und daher die fiir die Riickintegration
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notwendigen Anfangswerte unbekannt sind. Dadurch kann es zum sogenannten numeri-
schen ,,Drift—off“ kommen, bei dem sich die numerisch berechnete Losung von der exakten
Losung entfernt. Dieses Phénomen ist in den Kapiteln 5 und 6 zu beobachten.

4.2.2 Baumgarte—Methode

Ein etwas anderer Ansatz ist die Baumgarte—Methode (siehe [16]). Als Ausgangspunkt
wird die Index—1-Formulierung eines Index—3-Systems verwendet und die algebraischen
Variablen werden aus der zweiten Ableitung der Zwangsbedingung g(z) = 0 ausgedriickt
und in die differentiellen Gleichungen eingesetzt (siehe Abschnitt 3.2). Diese Methode
ersetzt die Zwangsbedingung §(x) = 0 der Index—1-Formulierung durch eine Linearkom-
bination von g, ¢ und g, das heifit statt §(z) = 0 wird folgende Gleichung

§+2ag+B%9=0 (4.1)

verwendet. Die Methode wird dadurch motiviert, dass durch das Auftreten der urspriing-
lichen Zwangsbedingung in Gleichung (4.1) keine Information verloren geht. Die Kon-
stanten « und § in Gleichung (4.1) sollen so gewéhlt werden, dass die Differentialglei-
chung asymptotisch stabil ist, das heifit die Eigenwerte des charakteristischen Polynoms
miissen einen Realteil besitzen, der strikt kleiner Null ist. Das charakteristische Polynom
errechnet sich zu

A 4 20 + 32 (4.2)

und daraus ergibt sich
)\172 = —a*+ a2 — ,82. (43)

Daher muss o > 0 sein. Ein Problem dieser Methode stellt die Wahl der beiden Kon-
stanten dar, da es auler der Voraussetzung o > 0 keine genaueren Spezifikationen gibt.
Eine genauere Untersuchung des Parameters « ist in [22] zu finden.

Je grofer av und f betragsméBig (im Fall v < § ist der Realteil von A o gleich —a) wer-
den, desto grofler werden A; betragsméfig. Das heifit das Differentialgleichungssystem
(4.1) wird steifer, je grofier o und  betragsméflig werden.

4.2.3 Pantelides—Algorithmus

Der folgende Abschnitt ist aus [23] entnommen.
Es sei eine DAE gegeben, dann ist die Vorgehensweise des Pantelides—Algorithmus fiir
jede Zwangsbedingung die folgende.

Algorithmus 4.1 (Pantelides—Algorithmus).

1. Sobald eine Zwangsbedingung in einer DAE gefunden wird, muss diese differenziert
werden.
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2. Diese differenzierte Zwangsbedingung wird zum vorhandenen Gleichungssystem
hinzugefiigt. Kommt in der Zwangsbedingung eine algebraische Variable vor, so
ist das Differential dieser ein sogenanntes Dummy Derivative. Das bedeutet, wenn
y eine algebraische Variable ist, die in der Zwangsbedingung vorkommt, so wird
die Ableitung mit dy bezeichnet anstatt mit y. Die Variable dy wird als Dummy
Derivative bezeichnet.

3. In diesem Schritt wird ein Integrator einer differentiellen Variable, der mit der
Zwangsbedingung bzw. genauer mit der Ableitung der Zwangsbedingung in Zusam-
menhang steht, aufgelost. Bezeichnet z eine differentielle Variable, deren Ableitung

Z in der Ableitung der Zwangsbedingung vorkommt, so kann der Integrator & i) x
aufgebrochen werden und somit die Verbindung von & und z eliminiert werden.
Das bedeutet, dass anstatt von & dx im Weiteren verwendet wird.

4. Beim Ableiten der Zwangsbedingung kann es passieren, dass neue Variablen er-
zeugt werden, beispielsweise wird aus der in der Zwangsbedingung vorkommenden
algebraischen Variable y durch Differenzieren dy (siche Schritt 2). Die Variable y
muss auch in einer anderen Gleichung vorkommen (sonst wire die Zwangsbedin-
gung keine Zwangsbedingung, da y unbekannt wire). Aus dieser Gleichung kann
y berechnet werden.

5. Daher muss diese Gleichung ebenfalls differenziert und zum Gleichungssystem hin-
zugefiigt werden.

6. Die Vorgehensweise der Punkte 4-5 wird so lange fortgefiihrt bis durch das Ableiten
keine neue Variable entsteht.

Bemerkung 4.2. Im Zuge des Pantelides—Algorithmus taucht die Frage auf, wie Zwangs-
bedingungen gefunden werden konnen. Dies passiert durch andere Algorithmen, zum
Beispiel im Rahmen der Gleichungssortierung, siche [24].

Ein Nachteil des Pantelides—Algorithmus ist, dass im Zuge dieses Verfahrens schnell sehr
viele Gleichungen und Unbekannte erzeugt werden und dadurch das Gleichungssystem
uniibersichtlich wird.

4.3 Stabilisierung durch Projektion

Diese Methode ist aus [12] und [14] entnommen.

Es sei eine DAE mit differentiellem Index k£ > 1 gegeben. Bei diesem Ansatz wird die
numerische Losung, wenn sie die Zwangsbedingung nicht mehr erfiillt, das heiflt von der
tatsidchlichen Losung ,wegdriftet, auf die durch die Zwangsbedingung ¢g(z) = 0 und
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deren 1.,...,(k —2). Ableitungen nach ¢ implizit definierte Mannigfaltigkeit projiziert.
Diese sogenannte Losungsmannigfaltigkeit ist daher gegeben durch

d'g(z)
dti

M:{xGR":g(x):O, :0miti:1,...,k—2}. (4.4)
Die DAE hat eine Gestalt derart, dass sich aus der (k — 1). Ableitung der Zwangsbedin-
gung die algebraischen Variablen ausdriicken lassen und diese in die Differentialgleichun-
gen eingesetzt werden kénnen. Diese Differentialgleichungen ohne algebraische Variablen
werden dann in f(t,y) zusammengefasst und stellen somit die Index—1-Formulierung
dar. Im Folgenden wird die Differentialgleichung y = f(¢,y) auf einer Mannigfaltigkeit
M betrachtet, siehe Abschnitt 2.2.

Zunéchst wird die Gestalt der Mannigfaltigkeit M speziell fiir DAEs mit Index 2 und 3
wie in Abschnitt 3.2 beschrieben.

e DAEs mit Index 2: Die Mannigfaltigkeit wird implizit definiert durch g(z) = 0,
das heifit
M ={z eR": g(x) =0}. (4.5)

Die algebraischen Variablen z kénnen aus der ersten Ableitung von g(z) = 0, also
g.f = 0, ausgedriickt werden, falls g, f. invertierbar ist.

e DAEs mit Index 3: Die Mannigfaltigkeit wird implizit definiert durch g(z) = 0 und
g.f =0, das heifit

— n+m. — og(z) _ —
M-{(a:,z)E]RJr cg(w) =0, = }—
={(z,2) e R"™™: g(x) =0, g.(x)f(x,2z) =0} .
Die algebraischen Variablen u konnen aus der zweiten Ableitung von g(z) = 0, also
T ® oe @ f + gofof + gz f-k = 0, ausgedriickt werden, falls g, f.k, invertierbar ist.

(4.6)

~—

Projektionsmethoden sind ein Standardverfahren zur numerischen Lésung von Differen-
tialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten. In dieser Arbeit wird die sogenannte Standard-
projektionsmethode und die symmetrische Projektionsmethode betrachtet.

4.3.1 Standardprojektionsmethode

Bei der Standardprojektionsmethode wird nach jedem Losungsschritt orthogonal auf die
Losungsmannigfaltigkeit projiziert. Ein Schritt v, — y,11 der Standardprojektionsme-
thode folgt folgendem Schema:
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Algorithmus 4.3 (Standardprojektionsmethode).

e Es wird 9,41 = ®n(y,), wobei ®;, einen numerischen Integrator angewandt auf
y = f(t,y) bezeichnet (beispielsweise ein Runge-Kutta—Verfahren), berechnet.

e Um y,.1 € M zu erhalten, wird g, orthogonal auf die Mannigfaltigkeit M pro-
jiziert.
In Abbildung 4.1 ist die Standardprojektionsmethode schematisch dargestellt.

gn 1
S M

Yn+1
Yn

Abbildung 4.1: Illustration der Standardprojektionsmethode (Quelle: [12])

Die Standardprojektionsmethode wird auch orthogonale Projektionsmethode genannt.

4.3.2 Symmetrische Projektionsmethode

Die Idee der symmetrischen Projektionsmethode ist, den Wert y,, zu stéren und anschlie-
Bend ein symmetrisches Einschrittverfahren auf diesen ,, gestorten® Wert anzuwenden,
sodass der néchste Wert y,,,1 entsprechend der betragsméfliigen Storung von y,, von der
Mannigfaltigkeit entfernt ist.

Definition 4.4 (Symmetrisches Einschrittverfahren). Ein Einschrittverfahren & ist
symmetrisch, wenn &, = CID:}IL.

Ein Schritt der symmetrischen Projektionsmethode y, — y,.1 folgt folgendem Schema:

Algorithmus 4.5 (Symmetrische Projektionsmethode).
~ T .
© Gn=Yn+ 52 (yo)p mit g(y,) = 0.
e Eswird §,41 = ®,(yn), wobei &, ein symmetrisches Einschrittverfahren angewandt
auf y = f(t,y) bezeichnet, berechnet.
T
(

® Y1 = Uny1 + g—g Yna1) e mit p so, dass g(yne1) = 0.
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Es ist wichtig, dass bei einem Schritt von vy, — y,.1 dasselbe pu verwendet wird.

Die Vorgehensweise zur Berechnung, wie in [25] beschrieben, fiir einen Schritt y,, — yn41
lautet wie folgt:

1. Fiir y,+1 und p werden Schétzwerte angenommen. Weiters wird angenommen, dass
T T .
g_z (Yni1) = g—Z (yn) ist.

2. Mit diesen Schétzungen wird aus

OgT
50 () (4.7)
Un und aus
) dg" dg"
Yn+1 = Yn+1 — 8_3/ (yn-l-l):u N Yn+l — a_y (yn)# (48)

Uns1 berechnet.

3. Die Abweichungen von den Schétzwerten werden mit Ay, ; und Ap bezeichnet,
sie berechnen sich durch folgendes Gleichungssystem

aT
I Y

g—z(yn) 5_90 " (AZT) T (g(yiirl)) : (4.9)

wobei d := ¢, + hV(h, Un, Unt1) — Yns1 und ¥ die Inkrementfunktion des numeri-
schen Verfahrens &, ist.

4. Die so erhaltenen neuen Werte fiir v, 11 und p sind y,1 + Ay, und g+ Ap.

Das gesamte Vorgehen wird so lange wiederholt, bis die Fehler von y,.,; und p kleiner
als eine vorgegebene Toleranz sind.

Durch die rechte Seite des Gleichungssystems (4.9) wird erreicht, dass der Fehler des
Einschrittverfahrens d verschwindend klein ist und die Zwangsbedingung ¢(y,+1) = 0
erfiillt wird. Gleichung (4.9) léasst sich iiber das Newton—Verfahren

(yﬁl) N (yr;l) = Y1, 1) R (i1, 1) (4.10)

motivieren, wobei J (Y41, 1) = (—85’32 (Ynt1, ,u)) Umformungen von (4.10) ergeben mit
Un+1 = Ynt1 = Aypyr und ot — pp= Ap

Ay,
Ty, 1) ( Zf) k(g ) (4.11)
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Gleichung (4.7) von Gleichung (4.8) subtrahiert ergibt unter Verwendung von g, =
f&n + h\I/(h, Qna Z)ﬂ+1)

A dg
hqj(hv Yn, yn—i—l) = Yn+1 — Yn — 2a_y (yn),u (412)
Somit ergibt sich
" . g’
d=Un = Unt1 T Ynt1 — Yn — 2(9_y (yn)Ht- (4.13)

Da y,+1 und p berechnet werden sollen, wird d als Funktion ausgewertet an y,,1 und u
aufgefasst, also

o ag"
d(y> Z) = Yn — Yn+1 TY = Yn — 2a_y (yn)z (414)
Daher ergibt sich fiir die Ableitungen
ad ad ogT
8—y(yn+1, p)=1 und  ==(ynr1, 1) = 25, (n)- (4.15)
Fiir die zweite Zeile von (4.9) gilt
9g dg dg
8_y<yn+1) ~ 8_y(yn) und &(ynﬂ) =0. (4.16)

Somit wird das Gleichungssystem (4.9) erreicht.

In Abbildung 4.2 ist die symmetrische Projektionsmethode schematisch dargestellt.

M

Abbildung 4.2: Illustration der symmetrischen Projektionsmethode (Quelle: [12])

4.4 Methoden basierend auf lokaler
Zustandsraumtransformation

Diese Methode ist aus [12] und [14] entnommen.
Es sei eine DAE mit differentiellem Index k > 1 gegeben. Bei dieser Methode wird die

33



Kapitel 4: Regularisierungsmethoden

Losung der DAE anstatt auf dem gesamten Zustandsraum nur auf einer Mannigfaltig-
keit gesucht, die implizit definiert ist durch die Zwangsbedingung g(z) = 0 und deren
1.,...,(k—2). Ableitungen nach ¢, sieche Abschnitt 2.2. Die DAE hat eine Gestalt derart,
dass sich aus der (k — 1). Ableitung der Zwangsbedingung die algebraischen Variablen
ausdriicken lassen und diese in die Differentialgleichungen eingesetzt werden koénnen.
Diese Differentialgleichungen ohne algebraische Variablen werden dann in f(t,y) zusam-
mengefasst und stellen somit die Index—1-Formulierung dar. Dadurch vereinfacht sich
das Losen einer DAE zum Losen einer ODE auf der Mannigfaltigkeit (4.4), die durch
Einfiithrung lokaler Koordinatentransformationen leichter gelost werden kann. Der Tan-
gentialraum ist fiir ein fixes y € M von der Form

T,M={veR": tgi(y,v) =0miti=1,...,k— 1} (4.17)

mit 41
tgi(y,y) = (dti?)t’ (4.18)
wobei <‘C111:—,1f = i;,lf ) (y), das heifit nur von y und nicht von g abhéngt und ¢ im

Index fiir die Zeitableitung steht.

Im Folgenden wird die Gestalt des Tangentialraumes 7, M speziell fiir DAEs mit Index
2 und 3 wie in Abschnitt 3.2 beschrieben.

e DAEs mit Index 2: Die Mannigfaltigkeit ist in diesem Fall gegeben durch M =
{z € R™: g(x) = 0}. Der Tangentialraum wird dann definiert durch

T,M ={veR": tg(y,v) =0} ={v e R": g,(y)v=0}. (4.19)

e DAEs mit Index 3: Die Mannigfaltigkeit ist in diesem Fall gegeben durch M =
{(z,z) e R"™: g(x) = 0,9, f = 0}. Der Tangentialraum wird dann definiert durch

T,M ={veR": tg:(y,v) =0, tg2(y,v) =0} =

4.20

={(v,w) €R": gz (y)v =0, [T & gou(y)v + gu(y) (fov + frw) =0} . (4:20)
Angenommen

:U—=V, UCR"offen, VC M CR" (4.21)

ist eine lokale Koordinatisierung (hinreichend glatt, bijektiv und 812—(;) hat vollen Rang m)

auf der m—dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Die Koordinatentransformation y = ¢ (z)
transformiert die Differentialgleichung y = f(¢,y) in

8‘222) = Flt0(2). (4.22)

34



Kapitel 4: Regularisierungsmethoden

Durch die Voraussetzung f(t,y) € T,M (Dimension von T, M ist m) ist die Differential-

gleichung (4.22) durch Verwendung der Pseudoinversen von &g—(j) dquivalent zu
oY)
5= 208 st,0(c), (423

+ T -1 T
wobei die Pseudoinverse gegeben ist durch &g—f) = (agiz) &g(;)) &g(j) . Somit ist die

Differentialgleichung (4.22) dquivalent zu

_9(z)"

z2=F(2): 5,

f(t9(2)). (4.24)
Die Idee ist, einen Schritt einer numerischen Methode angewandt auf Gleichung (4.24)
zu berechnen und das Ergebnis mit der Koordinatentransformation v auf die Mannig-
faltigkeit zu transformieren. Ein Schritt y, — y,,1 der Methode basierend auf lokaler
Zustandsraumtransformation folgt folgendem Schema:

Algorithmus 4.6 (Verwendung lokaler Koordinaten).

e Es wird eine lokale Koordinatisierung gew#hlt und z, mithilfe von y, = ¥(z,)
berechnet.

e Es wird Z,,1 = ®y(2,) mithilfe eines numerischen Verfahrens ®; angewendet auf
(4.24) berechnet.

® Yni1 = V(Zns1)
Bemerkung 4.7.

e Die im obigen Algorithmus verwendete Koordinatisierung y = v (z) kann in jedem
Schritt gedndert werden.

o Am effizientesten ist das Verfahren, wenn eine globale Koordinatentransformation
gefunden werden kann, da dann die Koordinatisierung nicht gewechselt werden
muss.

Es gibt einige verschiedene Méglichkeiten, die lokalen Koordinaten zu wéahlen, wenn eine
Mannigfaltigkeit durch M = {y € R™: h(y) = 0} gegeben ist. Zwei dieser Moglichkeiten
werden im Folgenden kurz vorgestellt:

e Verallgemeinerte Koordinatenzerlegung:
Basierend auf einer QR~Zerlegung der Matrix g—z wird fiir z eine geeignete Teil-
menge der Komponenten von y gewéhlt.
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Tangentialraumkoordinatisierung:
Sei @) eine Basis des Tangentialraums 7}, M im Punkt y,. Es wird

oh, .1
— Yy = — 4.25
Y — Yo Qo +6y(y0) u, ( )
ETyYyoM e’
e(Tyo M)+

mit u = u(z) so, dass h(y) = 0, gesetzt. Damit gilt

h
v = o+ Qoz + g—y@o)% — (2) = tye(2). (4.26)

In Abbildung 4.3 ist die Vorgehensweise der Tangentialraumkoordinatisierung sche-
matisch dargestellt.

T, M

M

Abbildung 4.3: Illustration der Tangentialraumkoordinatisierung (Quelle: [12])
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In diesem Kapitel werden die verschiedenen Methoden aus Kapitel 4 anhand eines Bei-
spiels miteinander verglichen. Als Anschauungsbeispiel wird die Bewegung eines Pendels
auf einer Kreisbahn in kartesischen Koordinaten verwendet. Der Einfachheit halber wer-
den die Masse und die Lénge des Seils mit eins angenommen. Da gewo6hnlich sowohl
die die Zwangsbedingung definierende Funktion als auch die Erdbeschleunigung mit ¢
bezeichnet werden, wird hier die die Zwangsbedingung definierende Funktion mit ¢ und
die Erdbeschleunigung mit g (fett) bezeichnet. Die Bewegung des Pendels ist in expli-
ziter Form durch die folgenden Gleichungen gegeben und in Abbildung 5.1 schematisch
illustriert.

ijy:g_Fy
$2+y2:17

Abbildung 5.1: Schaubild und Gleichungen des Pendels (Quelle: [24])

In den obigen Gleichungen bezeichnet F' die Riickfithrkraft (die Kraft, die das Pen-
del auf der Kreisbahn hélt) und g die Erdbeschleunigung. Mathematisch gesehen kann
F' als Lagrange-Multiplikator interpretiert werden. Die Zwangsbedingung ist gegeben
durch Gleichung (5.5), das heifit g: R* — R ist definiert als g(z,y) = 2> + y* — 1. Die
vier Differentialgleichungen erster Ordnung koénnen auch als zwei Differentialgleichungen
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zweiter Ordnung geschrieben werden, das heifit

i=—Fux und j=g— Fuy. (5.6)

5.1 Analyse der DAE

Im Folgenden werden die beiden Vorgehensweisen aus Abschnitt 3.4 diskutiert. Dazu
werden zuerst die kinetische Energie Ej;, und die potentielle Energie E,,; berechnet als

2 .2

und By = —gy. (5.7)
e Variationsrechnung:
Die Funktion L: R* — R ist definiert als

j:2_’_y2
2

L(l” Y, j'jv y) = Ein — Epot = + gy. (58)

Die Euler-Lagrange Gleichungen lauten

d (OLY 9(L+ Ag(z,y))

— [ Z= -0
d (OLY O(L+Ag(z,y) _ '
dt \ dy oy -

Einsetzen und Ableiten ergibt

4 () =2\ =0
g4 (5.10)
—(y)—g—2\y=0

woraus durch erneutes Auflésen der Ableitung die Gleichungen

=2\t =0

g 2 =0, (5.11)
folgen. Insgesamt ergibt sich
T =2z (5.12)
J=g+ 2y (5.13)
2 +y*—1=0. (5.14)

Die beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung kénnen durch Einfithrung von
zwei Variablen auf vier Differentialgleichungen erster Ordnung transformiert wer-
den. Durch F' = —2\ resultiert das am Beginn des Abschnitts genannte System
(5.1)—(5.5).
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e Lagrange-Formalismus der klassischen Mechanik:
Die Funktion L: R® — R ist definiert als

L i* + y?
L(*T?yv A7x7y7 >‘) = Ekm - Epot - /\g(x7y) = Y

+gy— AMa* +y*—1) (5.15)

und daraus resultieren mit %g—g — % =0, %8—5 — ?9_5 = 0 und %% — % = 0 die
Gleichungen

T =—=2x\ (5.16)

J=g—2y\ (5.17)

2 +y*—1=0. (5.18)

d oL _ 9L
dt o~ o
bedingung g = 0 liefert. Die beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung kon-

nen durch Einfithrung zweier Variablen auf vier Differentialgleichungen erster Ord-

Bemerkenswert ist, dass die Gleichung = 0 nach Ausrechnen die Zwangs-

nung transformiert werden. Durch F' = 2\ resultiert das am Beginn des Abschnitts
genannte System (5.1)—(5.5).

Auf diese Art und Weise kénnen die Bewegungsgleichungen des Pendels in kartesischen
Koordinaten hergeleitet werden.

In impliziter Form kann die DAE (5.1)-(5.5) mit der Funktion f: Rf x R® x R® — R®
mit f(¢,u, %) = 0 beschrieben werden, wobei u = (z,y, vy, vy, F') und

T — Uy
y_vy
ft,u,a) = Uy, + Fx : (5.19)
vy —g+ Fy
2 4+y? -1

Die Funktion f partiell nach u abgeleitet ergibt

(5.20)

o O O O
o O O = O
o O = O O
o = O O O
o O O o O

Diese Matrix ist singuldr und daher kann laut dem Hauptsatz iiber implizite Funktio-
nen 2.4 das differential-algebraische Gleichungssystem nicht direkt in ein gewohnliches
Differentialgleichungssystem aufgelost werden. Die gegebene DAE besitzt daher einen
differentiellen Index, der grofer Null ist.
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Im Folgenden werden die Zwangsbedingung, gegeben durch Gleichung (5.5), und deren
Ableitungen betrachtet:

4y —1=0 (5.21)

2y + yv, =0 (5.22)

v+l —F(@®+y°)+gy=0 (5.23)

20, (—Fz) + 2v,(g — Fy) — F(2* + y*) — F(2zv, + 2yv,) + gv, = 0. (5.24)

Aus diesen vier Gleichungen ist zu erkennen, dass nach dreimaligem Ableiten der alge-
braischen Gleichung eine Differentialgleichung entsteht. Die DAE ist daher ein Index—3—
Problem. Dies ist eine typische Eigenschaft von mechanischen Systemen. Bemerkenswert
ist, dass aus der zweiten Ableitung der algebraischen Gleichung die Kraft F' explizit aus-
gedriickt werden kann als

b v+ vl + 8y

x? 4+ y?

Dieser Ausdruck fiir F' kann in die vier Differentialgleichungen eingesetzt werden. Durch

(5.25)

diese Vorgehensweise ergibt sich das Index—1-System der gegebenen DAE. Eine andere

Herangehensweise ist, aus der dritten Ableitung der Zwangsbedingung die erste Ablei-

tung der Kraft auszudriicken und dies ergibt

—4F (xvy + yvy) + 3gvy
x? + y? '

Wird diese Differentialgleichung zu den anderen hinzugefiigt, so wird das Index—0-

F=

(5.26)

System der gegebenen DAE erhalten. Somit werden zwei verschiedene Systeme erhalten,
die in Tabelle 5.1 dargestellt sind.

Index—0-Formulierung Index—1-Formulierung
T = vy T = v,
Y =1y Y=y
2 2
vy + v, +
b, = —Fu b, = _%gyx
2 + y?
2 2
. . Uy T U, +8Y
v, =g—F Uy =g — z
y g y Yy g x2 + y2
P —4F(zv, 4+ yvy) + 38,
B 2?2 + y?

Tabelle 5.1: Links: Index—0-Formulierung der Bewegung des Pendels; Rechts: Index—1-
Formulierung der Bewegung des Pendels

Es ist zu beachten, dass der Zustandsraum bei der Index—0-Formulierung fiinfdimen-
sional mit den Zustandsgroflen z,y,v,,v,, F' ist, im Gegensatz dazu ist dieser bei der
Index—1-Formulierung vierdimensional mit den Zustandsgréfien x,y, v,, vy.
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5.2 Indexreduktionsmethoden

In diesem Abschnitt werden die verschiedenen Methoden aus Kapitel 4 fiir das einfache
Pendel durchgerechnet.

5.2.1 Indexreduktion durch Differentiation

In diesem Abschnitt werden die drei Methoden mithilfe von Differentiation betrachtet.

5.2.1.1 Differentiation der Zwangsbedingung

Die Zwangsbedingung zweimal abgeleitet ergibt
vi+vl — F(z® +y*) + gy = 0. (5.27)

Somit ergibt das System (5.1)-(5.4) mit Gleichung (5.27) ein Index-1-System. Dieses
kann mit ode-Solvern von MATLAB geltst werden, indem die singuldre Massenmatrix
den Optionen fiir den ode—Solver iibergeben wird.

5.2.1.2 Baumgarte—Methode

Die Baumgarte-Methode angewendet auf die Zwangsbedingung (5.5) liefert
2(v2 + U; — Fa? + gy — Fy?) + da(zv, + yoy) + B2 (2* +y* — 1) =0, (5.28)
wobei a > 0. Diese Gleichung kann nach F' aufgelost werden, was

2(v2 + vg +gy) + da(zv, + yoy) + B2 (x* + 3% — 1)

F—
2(22 + y?)

(5.29)

ergibt. Wird o = § = 0 gesetzt, so ergibt sich fiir I’ genau die Gleichung, die in der
Index—1-Formulierung auftritt. Bei Anwendung der Baumgarte-Methode werden die

Gleichungen
= (5.30)
Y=y (5.31)
, 202 + v + gy) + dazv, + yoy) + B2 + 7 — 1)
by = — . © (5.32)
2(2* +y?)
‘ 2(v2 +vp 4 gy) + 4oz, + yoy) + B2 + 92 — 1)
iy =g — y (5.33)
v 2(22 + y?)

erhalten, die mit dem ode—-Solver ode45 von MATLAB gelost werden konnen.
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5.2.1.3 Pantelides—Algorithmus

Die Vorgehensweise des Pantelides—Algorithmus wurde in Abschnitt 4.2.3 in Algorithmus
4.1 erklart. Der Ausgangspunkt fiir den Pantelides—Algorithmus ist das System (5.1)—
(5.5), welches aus fiinf Gleichungen und fiinf Unbekannten &, ¢, 0., v, und F besteht.

e Schritt 1:
Im Gleichungssystem (5.1)—(5.5) wird die Zwangsbedingung (5.5) gefunden.

e Schritt 2:
Durch Differentiation der Zwangsbedingung (5.5) wird das Gleichungssystem

T = v,
yzvy
v, = —Fux
vy =g—Fy
xx+yy =0

(5.34)

erhalten. Dieses Gleichungssystem besteht aus sechs Gleichungen und den fiinf
Unbekannten z, y, 0, ¥, und F.

e Schritt 3:
In diesem Schritt muss ein Integrator, der in Zusammenhang mit der Zwangsbe-
dingung bzw. deren Ableitung steht, aufgebrochen werden. Dies geschieht durch
Auflésen des Integrators fiir x, das heifit die Variable dz wird eingefiihrt und er-
setzt &, das heiffit dx := &. Dadurch gibt es im Folgenden & nicht mehr. Obiges
Gleichungssystem wird zu
dz = v,
Y= Uy
v, = —Fux
vy =g— Iy
2+t =1
xdx +yy = 0.

(5.35)

Dieses Gleichungssystem besteht aus sechs Gleichungen und sechs Unbekannten z,
dz, ¥, ¥z, vy und F. Durch das Aufbrechen eines Integrators entspricht die Anzahl
der Gleichungen der Anzahl der Unbekannten. Da in diesem Gleichungssystem
eine Zwangsbedingung enthalten ist, muss der Pantelides—Algorithmus noch einmal
angewendet werden.

e Schritt 1:
Im Gleichungssystem (5.35) tritt die Zwangsbedingung dz = v, auf.
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e Schritt 2:
Daher muss die Zwangsbedingung, die fiir obiges System gegeben ist durch dz = v,,
differenziert werden. Die Differentiation fiihrt auf die Gleichung d2z = v,, da dz
nicht existiert, errechnet sich die Ableitung von dz zu d2x, das heifit d2z := dz.
Dadurch entsteht das folgende Gleichungssystem

dx = v,
d2z = v,
yzvy
Uy = —Fux (5.36)
@y:g_Fy
P+t =1
xdx +yy = 0.

Dieses Gleichungssystem besteht aus sieben Gleichungen und sieben Unbekannten
z, dx, d2z, y, v, v, und F.

e Schritt 3:
In diesem Schritt muss ein Integrator, der in Zusammenhang mit der Zwangs-
bedingung bzw. deren Ableitungen steht, aufgelost werden. Dies geschieht durch
Auflésen des Integrators fiir 0., das heifit die Variable dv, wird eingefiithrt und er-
setzt v, das heiit dv, := v,. Dadurch gibt es im Folgenden v, nicht mehr. Obiges
Gleichungssystem wird zu
dr = v,
d2z = dv,
Y =uy
dv, = —Fx (5.37)
vy =8—Fy
P+t =1
xdx +yy = 0.
Dieses Gleichungssystem besteht aus sieben Gleichungen und acht Unbekannten
x, dz, d2z, y, vy, dv,, v, und F'.

e Schritt 4:
Aufgrund der Einfithrung von d2x muss auch die Gleichung, aus der dx ausgedriickt
wird, das heifit xdx 4+ yy = 0, abgeleitet werden.

e Schritt 5:
Das Ableiten der Gleichung xdx + yy = 0 fithrt mit d2y := ¢ auf das Gleichungs-
system

dz = v, (5.38a)
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d2z = dv, (5.38Db)

U =10y, (5.38¢)

dv, = —Fzx (5.38d)

by =g—Fy (5.38¢)

2’ +yt =1 (5.38f)

rdxr +yy =0 (5.38g)

(dz)? + zd2z + (§)* + d2y = 0. (5.38h)

Dieses Gleichungssystem besteht aus acht Gleichungen und neun Unbekannten z,
dz, d2z, d2y, vy, v,, dv,, v, und F.

e Schritt 4:
Aufgrund der Einfithrung von d2y muss auch die Gleichung, aus der y ausgedriickt
wird, das heifit y = v,, abgeleitet werden.

e Schritt 5:
Das Ableiten der Gleichung y = v, fiihrt auf das Gleichungssystem

dz = v, (5.39a)

d2z = dv, (5.39b)

U=, (5.39¢)

d2y = v, (5.39d)

dv, = —Fz (5.39%)

b, =g— Fy (5.39f)

24yt =1 (5.39g)

zdr +yy =0 (5.39h)

(dz)? + zd2z + (§)* + yd2y = 0. (5.391)

Dieses Gleichungssystem besteht aus neun Gleichungen und neun Unbekannten x,
dz, d2z, d2y, vy, v,, dv,, v, und F.

Anwenden des Pantelides—Algorithmus fiihrt somit schliefilich auf ein Gleichungssystem
mit neun Gleichungen und neun Unbekannten. Diese Gleichungen konnen umgeformt
werden zu

=, (5.40a)
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r==E1—y>? (5.40Db)
dr = -2 (5.40c)

T
dv, = d2z (5.40d)
po (5.40e)

T
v, =g—Fy (5.40f)
d2y =9, (5.40g)

dz)? 7)? + yd2
d2y = (0" + (@) +yd2y (5.40h)
T

v, = dz. (5.401)

Wie aus den Gleichungen zu erkennen ist, konnen diese nicht global verwendet werden,
um die DAE zu l6sen, da in der Gleichung x = 4++/1 — y? entschieden werden muss, ob
x positiv oder negativ ist.

Wird im ersten Schritt des Pantelides—Algorithmus nicht, wie oben, die Variable dz,
sondern dy eingefiihrt, so wird das System

dy = v, (5.41a)
Yy =dv .

d2y = dv, 5.41b
T =, (5.41c)

2 = B, 5.41
d (5.41d)
Vy =8 — 1Y [§

dv, F 5.41
by = —Fx (5.41f)
P +yt =1 (5.41g)
xd +ydy =0 (5.41h)
() 4+ zd2z + (dy)? + yd2y = 0 (5.41i)

erhalten. Dieses Gleichungssystem besteht aus neun Gleichungen und neun Unbekannten
z, d2z, y, dy, d2y, v,, vy, dv, und F. Diese Gleichungen kénnen umgeformt werden zu

&=, (5.42a)

y==+V1-—a? (5.42b)

dy = 23 (5.42¢)
y
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dv, = d2y
po_du-—¢g

)

v, = —Fux

d2z = v,

02y = - (dy)? + (2)? + zd2x

)

v, = dy.

(5.42d)
(5.42¢)

(5.42f)
(5.42g)

(5.42h)

(5.42i)

Wie oben schon erwahnt, kénnen diese Gleichungen ebenfalls nicht global zum Lésen
verwendet werden, da y = 4++v/1 — 22. Daher werden die Gleichungssysteme (5.40) und

(5.42) in vier Gleichungssysteme aufgeteilt:

Gleichungssystem (5.40) mit z = /1 — y?

Gleichungssystem (5.40) mit x = —y/1 — 2

(
(

Gleichungssystem (5.42) mit y = v/1 — 22
(

Gleichungssystem (5.42) mit y = —v/1 — 2.

Diese vier Gleichungssysteme werden jeweils auf bestimmten Teilbereichen der Einheits-

kreislinie verwendet. Diese Teilbereiche sind in Abbildung 5.2 dargestellt.

y=—v1-—a?

y=+1-—22

Abbildung 5.2: Einheitskreislinie mit der entsprechenden Aufteilung fiir das Losen der

DAE mithilfe des Pantelides—Algorithmus
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5.2.2 Stabilisierung durch Projektion

Bei diesen Methoden wird die Index—1-Formulierung, siehe Tabelle 5.1, mithilfe von
Einschrittverfahren gelost. Durch die Verwendung einer Projektion wird sichergestellt,
dass die numerische Losung auf der Mannigfaltigkeit liegt. Diese Mannigfaltigkeit ist
gegeben durch

M = {(x,y,v,,v,) € R*: h(z,y,v,,0,) = 0}, (5.43)
wobei h: R* — R? definiert ist als
22 +y? -1
h 2y Vy) = : 5.44
) = (70T (5.44)

Die Funktion A errechnet sich aus der Zwangsbedingung g = 0 und deren erster Ablei-

—9h __ yon b lautet
a(%%”m’”y)

(22 0 0. 5.5

Vpy Uy T Y

tung, da das System Index 3 besitzt. Die Jacobimatrix

Diese hat fiir alle (z,y,v,,v,) € RN\{(0,0,a,b)} mit a,b € R ((0,0,a,b) kann nicht
auftreten, da immer x? + y? = 1 gelten muss) Rang 2 und ist daher nach Lemma 2.6
eine implizit definierte Mannigfaltigkeit. M ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im
R4,

Der Tangentialraum von M errechnet sich mit z = (z,y, v,, v,) und w = (z,y) in diesem
Fall als

89 V1 829 U1 3g ow V3
T.M = RY: = = — —(2) 5= =0;.
- {v € &w(Z) (Ug) 0 <UI’U9)8w2 (2) Vo T ow (2) ow \vy 0
(5.46)
Umformungen ergeben

T.M = {v € R*: zv; + yvs = 0, v,v1 + vyvs + 203 + yvg =0} . (5.47)

Eine Basis des 2-dimensionalen Tangentialraumes 7, M ist daher gegeben durch

v 0 (5.48)
Vy T

Im Folgenden werden zwei verschiedene Methoden, die diesen Ansatz verwenden, be-
trachtet. Diese sind die sogenannte Standardprojektionsmethode oder orthogonale Pro-
jektionsmethode und die symmetrische Projektionsmethode.
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5.2.2.1 Standardprojektionsmethode

Die Projektion wird mittels der Abbildung P: R* — M C R*

y|_> 2 2
L VEY (5.49)

YUz + XUy
Uy > -
E (=)
—YUz + TV
'Uy 332 + y2

durchgefiihrt. Um einzusehen, dass P eine Projektion darstellt, muss P? = P nachge-
rechnet werden, wobei P? = P o P ist.

T T

plY|=p Vat+y? _ vVt +y? _plY (5.50)

) —YUp + TV ( —YUy + TV v
. ot | ety :
Vy 72+ r? + 2 vy
—YU; + TV —YU; + TV
SU2 + y2 ZIZ'2 + y2

Die vorletzte Gleichheit wird nachfolgend exemplarisch fiir die erste und dritte Kompo-
nente gezeigt, die beiden anderen Komponenten folgen analog.

T
0P T Y TR Ty T T, ) -
Va2 + 2 a4y 2Py 7ty

xr

N . (5.51)

2 2:\/$2—|—y2
x Y

T

—yv; + a2V —YUy + TV

7T3OP :C ) y ) y _'_ y(_y)7 y2 2 yx -
Vit rr 2 2y 5+ y

_(_ Y —YVp + TV, (—y) + z —Yv; + xvyx _ Y _
Var+y? 2 +y? Var+y? 2 +y? Var+y?
[ TYue F 2y (—y)
B x? 412 Y
Daher gilt P2 = P. Um auch noch die Orthogonalitiit von P zu beweisen muss

(z—Pz,7)pa =0 V7 € T,M (5.53)
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nachgerechnet werden, das heift
(z—=Pz,b))pa =0 i=1,2, (5.54)

wobei (by, be) die Basis von T, M ist (siehe (5.48)).
Fiir den Basisvektor b; errechnet sich das Skalarprodukt zu

I R S D x_<v _ Tyt >>U+
/22 ¥ 2 Y y /22§ 2 e 22 + 42 Y) |ty

2+ y?
Yu, + Ty —YUp + TV, 1 (5.55)
2 + 12 (=), 22 + 42 vy =0
—YUz + TV
ey L(yv, + zv,) =0

(—yv, + zvy) (yv, + z0,) 0.

Die letzte Gleichheit ist nicht erfiillt, daher ist die angegebene Projektion nicht ortho-
gonal auf die gesamte Mannigfaltigkeit.
Fiir den Basisvektor by errechnet sich das Skalarprodukt zu

- (vx _ Wt xvy(_y)> Y+ (Uy L Yy my:c) =0

2+ y? x? 4+ y?
— YUy + xv !
R L(2? +y?) — vy + 2, = 0 (5.56)
YUy — TUy — VY + TV . 0

0=0.

Da die Projektion nicht auf die gesamte Mannigfaltigkeit orthogonal ist, wird im Fol-
genden die Projektion aufgeteilt. Zuerst werden die Positionskomponenten projiziert,
anschliefend die Geschwindigkeitskomponenten. Dieses Vorgehen wird im Weiteren als
orthogonale Projektion bezeichnet. Die Menge

M, ={(z,y)" € R*: by = 2% +y* = 1 =10} (5.57)

ist laut Lemma 2.6 eine eindimensionale Mannigfaltigkeit im R?, da der Gradient die
Gestalt dh; = (2z, 2y) und somit Rang 1 fiir alle z,y € R?\{(0,0)7} hat. Die Abbildung
p1 : R? — M, wird folgendermaflen definiert

T
X — TS
Vet (5.58)
Y —

Die Menge

M, = {(vm,vy)T € R?: hy =m0 pr((z,y)")ve 4+ 72 0 pi((, y)T)vy =0} (5.59)
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ist laut Lemma 2.6 eine eindimensionale Mannigfaltigkeit im R2, da der Gradient die
Gestalt dhy = (m1 0 p1((z,y)"), ™2 o p1((@,y)T)) und somit Rang 1 fiir alle v,,v, € R?
hat.

Die Abbildung ps : R? — M, wird definiert wie folgt

Ve > (=m0 pi((z, )" )oe + m o pi((z, ) )oy) (=72 0 pa((2,9)"))

vy — (=13 0 p1((z, 1) )vg + 71 0 pr((z, y) T )v, )1 0 pr((z, y)T). (5.60)

Die Abbildung p; erfiillt p? = p;, da

T x
T €T / 2+ 2 / 2_|_ 2 €T
i (y) =D (Pl (y>> =D xy Yl = xy Y =n (y) : (5.61)
/22 + 42 /7% } 42

Die Tangentialebene von M ist durch
Tioyyr My = {v € R*: 2vy +yvp = 0} (5.62)

und die Basis der Tangentialebene durch (—y, z)T gegeben.
Die Abbildung p; ist orthogonal auf M;, das heifit

y y T R2
! (5.64)
Die Abbildung p, erfiillt p3 = p,, da
Y25 =P2 | P2 =
Uy Uy

_ (=m0 pr((z,y)" vy + 710 pi((w,9)")v y) (=m0 pi((z,y M) _
=0 (e Lo i )= 6w
_ ((—772 o pr((2,y)" vz + w1 o pr((2,y)" )vy) (=72 0 pr(( T) ) ( )
(=m0 pi((z,y)")ve +m 0 pr((@,y)")vy)m1 0 pr((z,9)7)
wobei die Beziehung (m; o pi((x,y)))? + (m2 o p1((z,y)"))? = 1 bei den Umformungen
verwendet wird.

Die Tangentialebene von M, ist gegeben durch

Tivy 0yt My = {v € R?: 711 o p1 (2, ) )vy + 79 0 pr((z,y) vy = 0} (5.66)
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und die Basis der Tangentialebene durch (—my o py((x,y)T),m o p1((z,y)"))T. Die Ab-
bildung p, ist orthogonal auf M,, das heifit

(vx) ) (v) I (z) 0, (5.67)

v v T op1 (:E)
Yy R2

— (v = (=2 0 pr((2,9)")vs + m1 0 (@, y) " )vy) (=72 0 (2, 9)")) 72 0 pr (2, )")+
(v, — (=2 0 pr((w,y)Vvg + 11 0 pr((z, 1) Yoy)my 0 pr((z,9)7))m1 0 pa((w,9)T) = 0
—m 0 p1((x,9)" v + 71 0 pr((z, y)" v, +
+(mz 0 pr (2, )7 Yo — 71 0 pr((2,9)7)vy) (2 0 pr (2, 9)"))? + (w1 0 pr((w,9)7))?) = 0

~~

=1

da

0=0.
(5.68)
Das Vorgehen ist in Abbildung 5.3 schematisch dargestellt.

Abbildung 5.3: Orthogonale Projektion

Die orthogonale Projektion p : R* — M wird definiert als

o] 76 o
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5.2.2.2 Symmetrische Projektionsmethode

Fiir das zu 16sende Gleichungssystem (4.9) ergibt sich

1 0 0 0 —dr,n —2v,,, Az, i1
0 1 0 0 —4ynp1 —2vy,.,, AYpiq
0 0 1 0 0 —2%p1 Avg, . |
0 0 0 1 0 — 21 Avy, |
2Cp11 2Ypr O 0 0 0 Ay
Vzpyr Uyng1 Tntl Yntl 0 0 Ay (5.70)
Tp + AV (R, Ty, Tpy1) — T '
?jn + h\ll(h7 gm gn—&-l) - ?)n—i—l
B Vg, + WU (R, Ogy, Vaypyy) = Vs
@yn + hq;(h? ﬁynv ﬁynﬂ) - 'ﬁyn+1
T T Yngr — 1
Tnt1Ve, 1 T Ynt1Vy, i
Als Verfahren wird die Trapezregel (exemplarisch fiir & gezeigt)
Foir = @ + WU(h, g, nsr) = Op(£,) mit U= % (5.71)

verwendet. Diese ist symmetrisch, da (#,41 und Z,, sowie A mit —h austauschen)

B = Bsr — WU (=R, Bos1, ) = Ent — h%, (5.72)
woraus o
Fosr = @+ hU(h, Bp,dnyy) mit U= % (5.73)

folgt und somit &, = <I>:,11.

5.2.3 Methoden basierend auf lokaler Zustandsraumtransformation

Ausgangspunkt ist die Index—1-Formulierung, siche Tabelle 5.1, aus der F' berechnet
werden kann. Das Losen der DAE mithilfe einer Losungsmannigfaltigkeit und lokaler
Zustandsraumtransformation wird mit einer globalen Transformation umgesetzt. Die
Mannigfaltigkeit ist gegeben durch

M = {(z,y,vs,v,) €ER*: 2 +y* =1 =0, zv, + yv, = 0}. (5.74)

Die Transformation mit (z,y, vy, v,) = ¥(p,n) und

T = Cosp
y =siny (5.75)
vy = —nsinp '

Uy = 1) COS P
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ergibt die folgende Differentialgleichung

Y (p,m) ( ¢ )
) = fwlem), (5.76)
e,m) \ 1
mit
Vg
v, —nsin e
v2 402 +gy 7 Cos @
z Y = = —
—WCE f(x7y7vmavy) f(w(%n)) —7]2COS§0—gSinQOCOSQ0
g_vﬁ—kvy—kgy —n?sing + gcos? ¢
2?2 + y?
(5.77)
Die Ableitung von v nach (¢, n) berechnet sich zu
—sing 0
O(e,m) | cose 0 (5.78)
) —7cosp —sing
—nsing  cose
Die Pseudoinverse von A := %, At = (ATA)~' AT berechnet sich mit
1+7n% 0
ATA= 5.79
() (5.79
beziehungsweise
P e ——— (5.80)
1+72\0 1+7? '
zu
1 —singp cosp —1)COoS —nsing
At = . 5.81
1+ n? ( 0 0 —(1+nH)sing (1+n?)cosp (581)

Daraus folgt folgende Gestalt des Differentialgleichungssystems

(j‘;) = A" f(W(p,m)). (5.82)
Das Differentialgleichungssystem errechnet sich somit zu
P (5.83)
1 = gCos p.

Die Zwangsbedingung und deren Ableitung sind durch die gewéhlte Koordinatentrans-
formation erfiillt.
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Als alternative Moglichkeit kann die Transformation z = cos(¢) und y = sin(y) direkt in
die Differentialgleichungen zweiter Ordnung eingesetzt werden. Diese Koordinatentrans-
formationen fithren zu den folgenden Gleichungen fiir die Geschwindigkeitskomponenten

Vp = —PSine

. (5.84)
Uy = Y COS P.

Diese Transformation ergibt eingesetzt in die urspriinglichen zwei Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

T=—Fx
. 5.85
y=g—Fy (585)
die beiden Differentialgleichungen
—@?cosp — ¢psing = —F cos ¢ (5.86)

—p?singp + @cosp =g — Fsingp.

Aus der ersten und zweiten Gleichung ergibt sich (erste Gleichung multipliziert mit
—sin ¢, zweite Gleichung multipliziert mit cos ¢ und anschliefende Addition)

$ = gcos . (5.87)

Es werden also mit der Transformation auf Polarkoordinaten dieselben Differentialglei-
chungen wie oben erhalten.

5.3 Simulationen

Alle folgenden Simulationen wurden in MATLAB durchgefithrt. Es wurden verschie-
dene numerische Verfahren bzw. ode-Solver zum Losen der Index—0—Formulierung, der
Index-1-Formulierung und der nach Anwenden der Indexreduktionsmethoden entstan-
denen Gleichungssysteme verwendet. In [26] werden verschiedene Mehrschrittverfahren
zur numerischen Losung der Bewegungsgleichungen des einfachen Pendels diskutiert.
Alle Laufzeiten wurden mithilfe der MATLAB-Befehle tic und toc, iiber 10 Durchlidufe
gemittelt, berechnet und in Sekunden (auf drei Nachkommastellen gerundet) angegeben.
Es wurde der Fehler von (z,y) zur Einheitskreislinie berechnet. Der Fehler e; errechnet
sich daher zu

e =17 +yi — 1, (5.88)

wobei z;, y; die numerisch berechneten Werte fiir  und y sind. Es wurde auch zu jeder
Simulation der maximale Fehler e

e = max(z] +y7 — 1) (5.89)
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berechnet. Sowohl bei dem expliziten und impliziten Euler—Verfahren als auch bei der
Trapezregel wurde die Schrittweite 1073 gewiihlt.

Die verwendeten Werte fiir die Parameter und die Simulationszeit wurden fiir die fol-
genden Simulationen folgendermaflen gewahlt:

e Erdbeschleunigung: g = 9.81

e Endzeit der Simulation: 10 bzw. 100.

Die Berechnungen wurden auf einem Laptop mit Intel Core i5 1.6GHz Prozessor und
4GB RAM durchgefiihrt. Es wurde die MATLAB-Version R2012b verwendet.

5.3.1 ode—Solver

Der ode-Solver ode45 von MATLAB verwendet explizite Einschrittverfahren, genau-
er: der ode-Solver verwendet Runge-Kutta—Verfahren der Ordnung 4 und 5 (RK5(4)-
Verfahren von Dormand und Prince), siehe [27], und eignet sich zum Losen von nicht
steifen Differentialgleichungen. Im Gegensatz dazu sind der odel5s und ode23t zum
Losen steifer Differentialgleichungen und DAEs geeignet. Der odel15s verwendet NDF—
Verfahren (Numerische Differentiationsverfahren, englisch: numerical differentiation for-
mulas), die Modifikationen von BDF-Verfahren (Riickwirtsdifferentiationsmethoden,
englisch: backward differentiation formulas) sind (siehe [28]), aber NDF-Verfahren sind
effizienter als BDF—Verfahren, siehe [27]. Der ode15s erzeugt numerisch die Jacobima-
trix, siehe [27]. Dem ode23t liegt die Trapezregel zugrunde. Der ode—Solver ode15i
verwendet zum Losen BDF-Verfahren und eignet sich zum Losen implizit gegebener
Systeme, siche [29].

5.3.2 Simulationen der Index—0—Formulierung

Fiir die Simulationen des Gleichungssystems der Index—0—Formulierung in Tabelle 5.1
wurden die in Tabelle 5.2 aufgelisteten Werte verwendet.

Anfangswerte

T Y| v | vy | F
Szenariol |1 10| 0| O 0
Szenario2 | 1 | 0| 0 | 10 | 100

Tabelle 5.2: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Pendels mit
Index 0

Die Anfangswerte fiir F' wurden so gewihlt, dass sie mit den Werten von F' in den Simu-

lationen der Index—1-Formulierung zusammenpassen. Ansonsten haben die gewéhlten
Anfangswerte keine spezielle Bedeutung.
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In Abbildung 5.4 ist das Ergebnis der Simulation von Szenario 1 dargestellt.

[

o o

o o
:

[
o o
Nod

o
N o
—

y-Koordinate
y—Koordinate
o

c o 9
o o
——

-1 -0.5 0 0.5 1

0 .
x-Koordinate x—Koordinate
(a) Simulationsergebnis mit ode45 (b) Simulationsergebnis mit ode15s

Abbildung 5.4: Vergleich der numerischen Losung (blau) zur Einheitskreislinie (schwarz)
fiir Szenario 1 der Index—0-Formulierung mit ode45 und ode15s und
Endzeit 10

Es ist zu erkennen, dass bei Verwendung des ode—Solvers ode45 die numerische Losung
nach auflen von der Einheitskreislinie wegdriftet. Im Gegensatz dazu lauft die numerische
Losung bei Verwendung des ode—Solvers ode15s in das Innere der Einheitskreislinie und
sobald die numerische Losung in (0,0) ankommt, bricht der Solver ab.

Zur weiteren Analyse der Simulationen der Index—0-Formulierung werden die Fehler von
Szenario 1 mit ode45 und odel15s berechnet. Diese sind in Abbildung 5.5 dargestellt.

10° 10
107° | g 10°
3 3
ey <
[ [
w w
107 1 107
10715 L L L L 10715 L L L L L
0 2 4 6 8 10 0 1 2 3 4 5 6
Zeit Zeit

(a) Fehler des Simulationsergebnisses mit ode45  (b) Fehler des Simulationsergebnisses mit ode15s

Abbildung 5.5: Fehler der numerischen Losung zur Einheitskreislinie fiir Szenario 1 der
Index—0-Formulierung mit ode45 und odel5s und Endzeit 10
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Der Fehler der Simulation mit dem ode45 ist bei Ende der Simulation fast 1. Dieser
wird bei ldngerer Simulationszeit immer grofier. Im Gegensatz dazu ist der Fehler bei der
Simulation mit dem ode15s maximal 1. Dies tritt genau dann ein, wenn die numerische
Losung (0,0) wird. Zu diesem Zeitpunkt bricht der ode—Solver auch ab, das passiert bei
fast 6 Sekunden.

Die dargestellten Resultate aus Abbildung 5.4 und 5.5 treten auch bei Verwendung an-
derer ode—Solver bzw. bei dem anderen Szenario auf. Fiir Szenario 2 mit dem ode45
lauft die Losung ebenfalls in den Ursprung, genauso wie fiir beide Szenarien mit ode23t.
Bei Szenario 2 mit dem Solver odelbs bewegt sich die numerische Losung zuerst ins
Innere der Einheitskreislinie, driftet aber dann doch nach auflen weg. Dasselbe tritt fiir
das implizite Euler—Verfahren auf. Beim expliziten Euler—Verfahren driftet die numeri-
sche Losung nach aulen weg. Im Gegensatz dazu liefert die Trapezregel fiir Szenario 1
ein Ergebnis, das auf der Kreisbahn bleibt. Der Grund dafiir, dass die Trapezregel hier
gute Resultate liefert kann vermutet werden in der Tatsache, dass fiir Szenario 1 das
explizite Euler—Verfahren nach auflen driftet wohingegen das implizite Euler—Verfahren
zuerst nach innen driftet.

In Abbildung 5.6 ist das Ergebnis der Simulation von Szenario 1 und Szenario 2 mit der
Trapezregel dargestellt.
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x-Koordinate x-Koordinate
(a) Simulationsergebnis fiir Szenario 1 (b) Simulationsergebnis fiir Szenario 2

Abbildung 5.6: Vergleich der numerischen Losung (blau) zur Einheitskreislinie (schwarz)
von der Simulation der Index—0-Formulierung mit der Trapezregel und
Endzeit 100

Fiir Szenario 1 bleibt die numerische Losung auf der Einheitskreislinie. Fiir Szenario
2 driftet die numerische Losung nach aulen weg. Dieses Verhalten ist auch in Abbil-
dung 5.7 zu beobachten. Der Fehler bei der Simulation von Szenario 1 bleibt beschrinkt,
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wohingegen er bei Szenario 2 steigt. Daher ist die Trapezregel zum Losen der gegebe-
nen DAE nur fiir bestimmte Anfangswerte geeignet und deshalb nicht als allgemeine
Losungsmethode zu bevorzugen.
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10°
(a) Fehler von Szenario 1 (b) Fehler von Szenario 2

Abbildung 5.7: Fehler der numerischen Lésung zur Einheitskreislinie von der Simulation
der Index-0-Formulierung mit der Trapezregel und Endzeit 100

Der ode-Solver ode23t liefert wie bereits erwéahnt Ergebnisse, die von der Losungsman-
nigfaltigkeit wegdriften. Da dieser Solver auf der Trapezregel beruht, ist das im ersten
Moment iiberraschend, aber es wird vermutet, dass das Versagen des Solvers im Vergleich
zur Trapezregel an der Schrittweitensteuerung liegt.

5.3.3 Simulationen der Index—1-Formulierung

Fiir die Simulationen des Gleichungssystems der Index—1-Formulierung in Tabelle 5.1
wurden die in Tabelle 5.3 aufgelisteten Werte verwendet.

Anfangswerte

T Y| Vg | Yy
Szenariol [ 1 {0 ] O | O
Szenario2 | 1 {0 ] 0 | 10

Tabelle 5.3: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Pendels mit
Index 1

Bei Verwendung von ode45, ode15s und explizitem Euler—Verfahren driftet die numeri-
sche Losung nach auflen von der Einheitskreislinie weg. Bei Verwendung des impliziten
Euler—Verfahrens bewegt sich die numerische Lésung zuerst in das Innere der Einheits-
kreislinie und driftet dann nach auflen weg.
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In Abbildung 5.8 ist das Ergebnis der Simulation von Szenario 2 und Endzeit 500 mit
dem ode-Solver ode23t dargestellt.
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(a) Vergleich der numerischen Losung (blau) zur (b) Fehler der numerischen Losung zur Einheits-

Einheitskreislinie (schwarz) kreislinie

Abbildung 5.8: Szenario 2 der Index—1-Formulierung mit ode23t und Endzeit 500

Im Gegensatz zu den anderen Fillen lduft die Losung nicht ins Unendliche und auch
nicht in den Ursprung. Der Fehler pendelt sich auf einem konstanten Wert ein.

In Abbildung 5.9 ist das Ergebnis der Simulation von Szenario 1 und Szenario 2 mit der

Trapezregel dargestellt.

y—Koordinate

Abbildung 5.9: Vergleich der numerischen Losung (blau) zur Einheitskreislinie (schwarz)

Die Trapezregel liefert numerische Ergebnisse, die nahe an der Einheitskreislinie bleiben.
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der Index—1-Formulierung mit der Trapezregel und Endzeit 100

In Abbildung 5.10 ist der Fehler der Simulationen mit der Trapezregel dargestellt.
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Abbildung 5.10: Fehler der numerischen Losung zur Einheitskreislinie der Index—1-For-
mulierung mit der Trapezregel und Endzeit 100

Im Vergleich zum Fehler bei der Index—0-Formulierung, sieche Abbildung 5.7, ist zu
erkennen, dass fiir Szenario 2 der Fehler ebenfalls steigt, allerdings langsamer.

5.3.4 Simulationen der Indexreduktionsmethoden

Im Folgenden werden die Losungen der Simulationen mit den verschiedenen Indexreduk-
tionsmethoden prisentiert.

5.3.4.1 Differentiation der Zwangsbedingung

Diese Vorgehensweise fithrt auf das Gleichungssystem (5.1)—(5.4) mit der Zwangsbedin-

gung
vl vl — F(a® +y°) +gy = 0. (5.90)

Dieses Gleichungssystem kann mit bestimmten ode—Solvern von MATLAB gelost wer-
den. Es wurde der ode15s verwendet, da sich dieser fiir DAEs mit Index 1 gut eignet.

Es wurden die in Tabelle 5.4 aufgelisteten Werte fiir die Simulationen verwendet.

Anfangswerte

T|Y |V | vy | F
Szenariol |1 10| 0| O 0
Szenario2 | 1 |0 | 0 | 10 | 100

Tabelle 5.4: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Pendels mit
der Indexreduktionsmethode Differentiation der Zwangsbedingung
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In Abbildung 5.11 ist das Ergebnis der Simulation von Szenario 2 mit Endzeit 100

dargestellt.
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(b) Fehler der numerischen Losung zur Einheits-

Abbildung 5.11: Szenario 2 mit Differentiation der Zwangsbedingung, ode15s und End-

zeit 100

Es ist zu erkennen, dass die numerische Losung von der Einheitskreislinie wegdriftet.

5.3.4.2 Baumgarte—Methode

Die Baumgarte-Methode liefert die Gleichungen

T = v,
y = Uy
2(02 + v2 + gy) + do(zvs + yoy) + B2 + 2 — 1)

Up = —

2(z% + y?)

2(v2 4+ v + gy) + dazv, + yoy) + B2 (2 +y* — 1)

Uy =& —

2(22 + y?)

x (5.91)

Y.

Es wurden die in Tabelle 5.5 aufgelisteten Werte fiir die Simulationen verwendet.

Anfangswerte

ylvg | vy | g
Szenario 1 0] 0] 0 |10] 10 bzw. 100
Szenario 2 0| 0 |10 ] 10 | 10 bzw. 100

Tabelle 5.5: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Pendels mit

der Baumgarte-Methode
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Fiir jedes Szenario werden zwei verschiedene Konstellationen fiir die Parameter o und
B getestet.

In Abbildung 5.12 ist das Ergebnis der Simulation mit der Baumgarte-Methode mit
a =10, f = 100 und dem ode—Solver ode45 dargestellt.
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(a) Vergleich der numerischen Losung (blau) zur (b) Fehler der numerischen Lésung zur Einheits-
Einheitskreislinie (schwarz) kreislinie

Abbildung 5.12: Szenario 2 mit der Baumgarte-Methode mit o # 8 und Endzeit 100

In Abbildung 5.13 ist das Ergebnis der Simulation mit der Baumgarte-Methode mit
a = =10 und dem ode-Solver ode45 dargestellt.
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(a) Vergleich der numerischen Losung (blau) zur (b) Fehler der numerischen Lésung zur Einheits-
Einheitskreislinie (schwarz) kreislinie

Abbildung 5.13: Szenario 2 mit der Baumgarte-Methode mit o« = § und Endzeit 100

Der Fehler fiir a # ( ist fiir beide Szenarien kleiner als der Fehler fiir o = .
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5.3.4.3 Pantelides—Algorithmus

Der Pantelides—Algorithmus fiithrt auf vier Gleichungssysteme, wobei diese Gleichungs-
systeme in entsprechenden Bereichen (sieche Abbildung 5.14) verwendet werden. Diese

Gleichungssysteme sind in Tabelle 5.6 dargestellt.

Bereich 1 Bereich 2
T = v, T = v,
y:\/1_$2 y:—\/l—x2
x . € .
dy = ——x dy = ——a
Yy Yy
dv, = d2y dv, = d2y
po_dv -8 po_dv-—s
Yy Yy
U, = —Fzx v, = —Fx
d2z = v, d2z = v,
Yy Yy
v, = dy v, = dy
Bereich 3 Bereich 4
Y=y Y=y
$:\/1—y2 €r = — 1—y2
do = _Ey- dzx = —gy
x x
dv, = d2zx dv, = d2zx
B dv, B dv,
oz oz
vy =g— Iy vy =g— Iy
d2y = v, d2y = v,
dz)? 7)? d2 dz)? 7)? d2
qop — (o) + (@) +yd2y | (de)® + (9)° +yd2y
x x
v, = dz v, = dz

Tabelle 5.6: Die vier erhaltenen Gleichungssysteme bei Verwendung des Pantelides—
Algorithmus

Die in Tabelle 5.6 aufgelisteten Gleichungssysteme miissen fiir die Implementierung in
MATLAB erweitert werden, da der Zustandsraum des Gesamtsystems nicht neundimen-
sional, sondern elfdimensional ist. Die beiden Zustandsgréfen dy und dv,, die in den
Bereichen 1 und 2 auftreten, sind in den Bereichen 3 und 4 nicht vorhanden. Genauso
verhélt es sich fiir die Zustandsgroflen dx und dv,, die in den Bereichen 3 und 4 auftreten,
jedoch nicht in Bereich 1 und 2. Deshalb wird der jeweils neundimensionale Zustands-
raum um die beiden fehlenden Zustandsgrofien erweitert. Aufgrund der Erweiterung des
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Zustandsraumes miissen auch fiir jeden Bereich zwei neue Gleichungen eingefiithrt wer-
den. Fiir den Bereich 1 und 2 lauten diese Gleichungen v, = dz und dv, = d2z und fiir
die Bereiche 3 und 4 v, = dy und dv, = d2y.

y=—v1-—a?

y=+v1—a?

Abbildung 5.14: Einheitskreislinie mit den Bereichen fiir die entsprechenden Gleichungs-
systeme des Pantelides—Algorithmus

Die numerische Umsetzung des Pantelides—Algorithmus wird mithilfe eines Events in
MATLAB durchgefiihrt. Dieses Event detektiert das Ereignis |y| — |x| = 0 und im Fall
des Eintretens des Ereignisses wird die Integration gestoppt. Anschlieend werden die
if-Abfragen |z| > |y| und |y| > |z| verwendet und innerhalb dieser wird getrennt
abgepriift, ob x und y positiv oder negativ sind. Durch diese if-Abfragen wird das
jeweils zu verwendende Gleichungssystem bestimmt und dieses wird dann mit dem ode—
Solver ode15i gelost, wobei die maximale Ordnung des Verfahrens auf 2 gesetzt wurde,
das heifit MaxOrder wurde auf 2 gesetzt.

Es wurden die in Tabelle 5.7 aufgelisteten Werte fiir die Simulationen verwendet.

Anfangswerte
d2z |y |dy | d2y | vy | vy | dv, | F | do | du,
Szenario 1 | 1 0 0] 0 g | 0]0] g 0 0 0
Szenario2 |1 | —-100 |0 | 10| g | 0 | 10| g | 100 | O | —100

Tabelle 5.7: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Pendels mit
dem Pantelides—Algorithmus
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In Abbildung 5.15 ist das Ergebnis der Simulation mit dem Pantelides—Algorithmus und
Endzeit 100 dargestellt.
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(a) Vergleich der numerischen Losung (blau) zur (b) Fehler der numerischen Lésung zur Einheits-
Einheitskreislinie (schwarz) kreislinie

Abbildung 5.15: Szenario 1 mit dem Pantelides—Algorithmus und Endzeit 100

Fiir diese Simulation wurde die absolute Toleranz auf 10~2 gesetzt.

In Abbildung 5.16 ist das Ergebnis der Simulation mit dem Pantelides—Algorithmus und
Endzeit 100 dargestellt.
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Abbildung 5.16: Szenario 2 mit dem Pantelides—Algorithmus und Endzeit 100

Bei dieser Simulation wurde fiir die absolute Toleranz 10! gewihlt. Wenn die absolute
Toleranz auf 1072 gesetzt wird, bricht der ode-Solver vor Erreichen der Endzeit der

Simulation ab.
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5.3.4.4 Standardprojektionsmethode

Die verwendete orthogonale Projektion p : R* — M wird definiert als

X
’x2+y2
Y
Pl | = N . (5.92)

v, (=m2 0 pi((z,y) v + 110 pr((2,9)")vy) (=72 0 pr((w,9)")
(=m0 pi((z, y)T)Um + m o pi((z, y)T)Uy)Wl opi((, y)T>

Es wurden die in Tabelle 5.8 aufgelisteten Werte fiir die Simulationen verwendet.

Anfangswerte

x| Y| v | vy
Szenariol [ 1 {0 ] 0O | O
Szenario2 | 1 {0 ] 0 | 10

Tabelle 5.8: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Pendels mit
der orthogonalen Projektionsmethode

In Abbildung 5.17 ist das Ergebnis der Simulation mit der orthogonalen Projektionsme-

thode und dem expliziten Euler—Verfahren dargestellt.
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(a) Vergleich der numerischen Losung (blau) zur (b) Fehler der numerischen Lésung zur Einheits-
Einheitskreislinie (schwarz) kreislinie

Abbildung 5.17: Szenario 2 mit der orthogonalen Projektionsmethode und Endzeit 100

Wie an der Abbildung des Fehlers zu erkennen ist, bleibt die numerische Lésung auf der
Losungsmannigfaltigkeit, allerdings ist an der Trajektorie zu sehen, dass die einzelnen
Punkte der numerischen Losung immer weiter voneinander entfernt sind, sodass teilweise
sogar ein Viertelkreis von einem Punkt zum néchsten iibersprungen wird. Um diesem
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Phéanomen auf den Grund zu gehen, wird in Abbildung 5.18 die Norm der Geschwindig-
keit ||(vs, v,)T |2 betrachtet.

Norm der Geschwindigkeit

Zeit

Abbildung 5.18: Norm der Geschwindigkeit des Pendels von Szenario 2 bei der orthogo-
nalen Projektionsmethode mit Endzeit 5

Wie zu erkennen ist, steigt die Norm der Geschwindigkeit in den ersten 5 Sekunden
schon stark an. Der Anstieg ist so enorm, dass die numerische Losung bei 10 Sekunden
nur noch aus NaN-Werten besteht.

In Abbildung 5.19 ist das Ergebnis der Simulation mit der orthogonalen Projektionsme-
thode und dem expliziten Euler—Verfahren dargestellt.

- - Einheitskreislinie 10"
— numerische Losung ||

-0.21

y-Koordinate
o
Fehler

0.2
0.4r
0.6
0.8

0.5 1 0 20 40 60 80 100
x-Koordinate Zeit

(a) Vergleich der numerischen Losung (blau) zur (b) Fehler der numerischen Losung zur Einheits-
Einheitskreislinie (schwarz) kreislinie

Abbildung 5.19: Szenario 1 mit der orthogonalen Projektionsmethode und Endzeit 100

Die in Abbildung 5.19 (a) erkennbare Position des Pendels liegt zwar auf der Kreisbahn,
allerdings nicht an der richtigen Position. Der Grund dafiir ist die immer gréf8er werdende
Norm der Geschwindigkeit, die in Abbildung 5.20 dargestellt ist.
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Norm der Geschwindigkeit
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Abbildung 5.20: Norm der Geschwindigkeit des Pendels von Szenario 1 bei der orthogo-
nalen Projektionsmethode mit Endzeit 100

5.3.4.5 Symmetrische Projektionsmethode

Fiir das zu 16sende Gleichungssystem (4.9) ergibt sich

1 0 0 0 —dr,y —2v,,, Ax,iq
0 1 0 0 —4ynp1 —2vy,.,, Ayniq
0 0 1 0 0 —2%p41 Avg, . |
0 0 0 1 0 ~20i1 | | Avy, |
2Cp11 2Ypr O 0 0 0 Ay
Vzntr Vyngr Lo+l Yntl 0 0 Ao

5.93
Tp + WY (A, &y Tpi1) — Tpaa (5.93)

gn + h\I/(h, :gm @n—f—l) - Qn—i—l
,&-Z’n _I_ h\:[j(hﬂ ,ﬁl‘n’ ﬁ$n+1) - ﬁ:cn+1
@yn + h’\D(h7 ﬁym ﬁyn+1) - @yn,+1
Tp + Y — 1

$n+1 /U-'En+1 + yn+lvyn+l

wobei U die Inkrementfunktion der Trapezregel ist.

Es wurden die in Tabelle 5.9 aufgelisteten Werte fiir die Simulationen verwendet.

Anfangswerte

T Y| Vg | Uy
Szenario1l [ 1 {0 0 | O
Szenario2 | 1 {0 ] 0 | 10

Tabelle 5.9: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Pendels mit
der symmetrischen Projektionsmethode
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In Abbildung 5.21 ist das Ergebnis der Simulation mit der symmetrischen Projektions-
methode und der Trapezregel dargestellt.
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(a) Vergleich der numerischen Losung (blau) zur (b) Fehler der numerischen Losung zur Einheits-
Einheitskreislinie (schwarz) kreislinie

Abbildung 5.21: Szenario 2 mit der symmetrischen Projektionsmethode und Endzeit 100

In Abbildung 5.22 ist die Norm der Geschwindigkeit des Pendels dargestellt. Im Vergleich
zur Norm der Geschwindigkeit bei der orthogonalen Projektionsmethode (Abbildung
5.20) ist hier die Norm der Geschwindigkeit beschrankt.
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Abbildung 5.22: Norm der Geschwindigkeit des Pendels von Szenario 2 bei der symme-
trischen Projektionsmethode mit Endzeit 100

5.3.4.6 Methoden basierend auf lokaler Zustandsraumtransformation

Diese Methode fiihrt auf das folgende Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

A (5.94)
1 = gCos p.
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Es wurden die in Tabelle 5.10 aufgelisteten Werte fiir die Simulationen verwendet.

Anfangswerte

o | ¢
Szenariol | 0 | 0
Szenario 2 | 0 | 10

Tabelle 5.10: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Pendels
mit Zustandsraumtransformation

In Abbildung 5.23 ist das Ergebnis der Simulation mit Zustandsraumtransformation und
dem ode—Solver oded5 dargestellt.
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(a) Vergleich der numerischen Losung (blau) zur (b) Fehler der numerischen Lésung zur Einheits-
Einheitskreislinie (schwarz) kreislinie

Abbildung 5.23: Szenario 2 mit der Zustandsraumtransformation und Endzeit 100

Diese Methode ist sehr einfach mittels des ode—Solvers ode45 zu implementieren. Wie in
Abbildung 5.23 zu erkennen ist, ist die Abweichung zur Einheitskreislinie gering. Daher
ist diese Methode gut geeignet um die gegebene DAE zu 16sen.

5.3.5 Ergebnisse

Im Folgenden werden fiir die verschiedenen Formulierungen des Systems (Index 0 bzw.
Index 1) und die Indexreduktionsmethoden Ergebnisse des maximalen Fehlers und der
Laufzeit in Tabellen aufgelistet. Dabei bezeichnet ein Eintrag mit %, dass der im Pro-
gramm verwendete ode-Solver nicht bis zur verlangten Endzeit der Simulation lauffahig
war.

In Tabelle 5.11 sind der maximale Fehler e und die Laufzeit in Sekunden der Simulatio-
nen bis 7' = 10 der Index—0O-Formulierung aufgelistet.
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Szenario 1 Szenario 2

Losungsmethode Max. Fehler | Zeit(s) | Max. Fehler | Zeit(s)

ode4b 0.5135 0.490 * *
odelbs * * 180.3508 0.951

0de23t * * * *
explizites Fuler—Verfahren 0.2390 2.155 | 8.0874-10* | 2.016
implizites Euler—Verfahren 0.3044 8.622 9.4571 8.484
Trapezregel 9.8303-107° | 9.489 0.0021 10.243

Tabelle 5.11: Maximaler Fehler e und Laufzeit in Sekunden der Index—0—Formulierung
mit Endzeit 10

Wie in Tabelle 5.11 zu erkennen ist, fithren alle Verfahren aufler die Trapezregel zu einem
numerischen ,,Drift—off“. Der ode—Solver ode23t bricht die Integration vor der Endzeit
der Simulation ab. Die beste Performance hinsichtlich der Abweichung zur Kreisbahn
liefert die Trapezregel. Die hoheren Laufzeiten des expliziten Euler—Verfahrens, impli-
ziten Euler—Verfahrens und der Trapezregel sind darauf zuriickzufiihren, dass sie selbst
implementiert sind und die beiden impliziten Solver auch noch ein selbst implementiertes
Newton—Verfahren verwenden.

In Tabelle 5.12 sind der maximale Fehler e und die Laufzeit in Sekunden der Simulationen
bis T" = 100 der Index—0-Formulierung aufgelistet.

Szenario 1 Szenario 2

Losungsmethode Max. Fehler | Zeit(s) | Max. Fehler | Zeit(s)

ode4b 1.3554 - 103 0.522 * *
odelbs * * 2.9945 - 10* 0.983

ode23t * * * *
explizites Euler—Verfahren 1.6493 95.434 Inf 94.540
implizites Euler—Verfahren | 2.0944 - 10° | 480.712 796.6821 313.994
Trapezregel 1.2466 - 107> | 315.038 4.8617 314.108

Tabelle 5.12: Maximaler Fehler e und Laufzeit in Sekunden der Index—O—Formulierung
mit Endzeit 100

Fiir die Ergebnisse in Tabelle 5.12 gilt grundsétzlich dasselbe wie fiir die Ergebnisse von
Tabelle 5.11. Es ist ersichtlich, dass bei ldngerer Simulation die Trapezregel fiir Szenario
2 auch versagt.

In Tabelle 5.13 sind der maximale Fehler e und die Laufzeit in Sekunden der Simulationen
bis T' = 10 der Index—1-Formulierung aufgelistet.
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Szenario 1 Szenario 2
Losungsmethode Max. Fehler | Zeit(s) | Max. Fehler | Zeit(s)
ode45 0.4502 0.489 0.9111 0.504
odelbs 0.3083 0.690 0.5043 0.855
ode23t 0.2616 0.754 0.3626 1.271
explizites Fuler—Verfahren 0.1736 1.330 1.6893 1.979
implizites Euler—Verfahren 0.1836 5.549 0.6390 6.259
Trapezregel 9.8100-1075 | 6.028 | 4.9976-10* | 6.945

Tabelle 5.13: Maximaler Fehler e und Laufzeit in Sekunden der Index—1-Formulierung
mit Endzeit 10

In Tabelle 5.13 ist zu erkennen, dass alle Verfahren aufler die Trapezregel zum numeri-
schen ,,Drift—off* fiithren.

In Tabelle 5.14 sind der maximale Fehler e und die Laufzeit in Sekunden der Simulationen
bis T"= 100 der Index—1-Formulierung aufgelistet.

Szenario 1 Szenario 2

Losungsmethode Max. Fehler | Zeit(s) | Max. Fehler | Zeit(s)
ode45 60.3818 0.533 155.5349 0.537

odelbs 20.4483 1.047 46.7038 1.430

ode23t 5.9062 1.619 0.4785 5.045
explizites Euler—Verfahren 1.6214 75.895 | 2.6402-10* | 80.111
implizites Euler—Verfahren 60.8834 244.095 12.6511 246.310
Trapezregel 9.8100 - 1076 | 257.664 0.0049 255.583

Tabelle 5.14: Maximaler Fehler e und Laufzeit in Sekunden der Index—1-Formulierung
mit Endzeit 100

Wie in Tabelle 5.14 abzulesen ist, ist bei Verwendung der Trapezregel auch bei ldngerer
Simulation der Abstand zur Kreisbahn gering.

Bei den Simulationen der Index—0-Formulierung und der Index—1-Formulierung tritt
bei allen Methoden (auBler der Trapezregel) der numerische , Drift—off auf. Bei der Tra-
pezregel hingegen bleibt die numerische Losung in einigen Féllen auf der Kreisbahn.
Allerdings tritt bei der Index—0—Formulierung von Szenario 2 ebenfalls der numerische
,Drift—off* auf.

In Tabelle 5.15 sind der maximale Fehler e und die Laufzeit in Sekunden der Simulationen
bis T'= 10 der Indexreduktionsmethoden aufgelistet.
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Szenario 1 Szenario 2
Losungsmethode Max. Fehler | Zeit(s) | Max. Fehler | Zeit(s)
Differentiation Zwangsbedingung 0.3051 0.614 0.7244 2.447
Baumgarte-Methode o # 3 1.8949 - 107° | 0.557 | 4.4292-107° | 1.869
Baumgarte-Methode o = 2.4634-107% | 0.452 0.0038 0.554
Pantelides 3.3449-107* | 1.396 | 5.1756-10"* | 4.195
orth. Projektionsmethode 4.4409 - 10716 | 1.659 | 4.4409-107%6 | 1.700
symm. Projektionsmethode 2.7006 -107% | 7.920 | 1.0115-1077 | 7.841
Koordinatentransformation 2.2204 - 10716 | 0.448 | 2.2204-107%¢ | 0.631

Tabelle 5.15: Maximaler Fehler e und Laufzeit in Sekunden der Indexreduktionsmetho-
den mit Endzeit 10

In Tabelle 5.15 ist zu erkennen, dass die Differentiation der Zwangsbedingung alleine
nicht ausreicht, um den numerischen ,Drift—off“ zu verhindern. Die orthogonale Pro-
jektionsmethode liefert leider keine richtigen Ergebnisse in dem Sinn, dass die Position
des Pendels zwar auf der Kreisbahn bleibt, aber aufgrund der filschlicherweise anstei-
genden Norm der Geschwindigkeit dennoch nicht korrekt ist. Die anderen Methoden
liefern durchwegs geringe Abweichungen zur Kreisbahn. Bei der Baumgarte-Methode
fithrt die Wahl a # 8 zu besseren Ergebnissen als o« = . Den geringsten Fehler liefert
die Koordinatentransformation.

In Tabelle 5.16 sind der maximale Fehler e und die Laufzeit in Sekunden der Simulationen
bis 7' = 100 der Indexreduktionsmethoden aufgelistet.

Szenario 1 Szenario 2
Losungsmethode Max. Fehler | Zeit(s) | Max. Fehler | Zeit(s)

Differentiation Zwangsbedingung 24.7310 1.095 38.5859 2.848
Baumgarte-Methode a # 3 1.9089 - 107° | 1.696 | 4.5584-107° | 3.006
Baumgarte-Methode o = 3 2.4634-107* | 0.723 0.0038 0.890

Pantelides 3.3449-107* | 8.539 0.0042 5.916
orth. Projektionsmethode 5.5511 1071 | 76.175 | 4.4409 - 10716 | 76.268
symm. Projektionsmethode 2.7006 - 10~® | 71.729 | 1.0117-10"7 | 71.057
Koordinatentransformation 2.2204-1071¢ | 0.550 | 2.2204-10716 | 1.770

Tabelle 5.16: Maximaler Fehler e und Laufzeit in Sekunden der Indexreduktionsmetho-
den mit Endzeit 100

Bei Simulation bis 7" = 100 bleiben die oben erwdhnten Resultate gleich. Die gréfleren
Laufzeiten der orthogonalen Projektionsmethode und der symmetrischen Projektionsme-
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thode sind darauf zuriickzufiithren, dass bei der einen ein selbstimplementiertes explizites
Euler—Verfahren verwendet wird und bei der anderen die numerische Losung iterativ be-
rechnet wird. Der Pantelides—Algorithmus besitzt aufgrund der Fallunterscheidungen
eine langere Laufzeit als die Baumgarte—Methode.

Zusammenfassung der Ergebnisse:

Das Losen der Index—0-Formulierung bzw. der Index—1-Formulierung liefert nur bei Ver-
wendung der Trapezregel ein brauchbares Ergebnis, alle anderen Methoden fithren zum
,Drift—off*.

Die Differentiation der Zwangsbedingung fiihrt zum ,,Drift—off“ und ist daher nicht ge-
eignet fiir das Losen der DAE. Die Baumgarte-Methode liefert fiir geeignetes o und 3
Resultate, die nahe an der Kreisbahn bleiben und es sind auch Unterschiede der Losun-
gen fiir verschiedene Werte der Parameter oo und (8 zu beobachten. Die Implementierung
des Pantelides—Algorithmus ist durch die Fallunterscheidungen etwas umsténdlich und
der ode15i hat auch bei einigen Anfangswerten Probleme die Gleichungen zu l6sen.
Die orthogonale Projektionsmethode liefert Ergebnisse, die ebenfalls nahe an der Kreis-
bahn sind, dies ist auch nicht iiberraschend, da die Methode genau so konstruiert ist.
Allerdings ist die Position des Pendels nicht korrekt, was auf die steigende Norm der Ge-
schwindigkeit zuriickgefithrt werden kann. Im Gegensatz dazu liefert die symmetrische
Projektionsmethode die ,richtige” Position und Geschwindigkeit.

Die Transformation des Zustandsraumes fiithrt auf das einfachste zu l6sende System und
liefert ein Ergebnis, das nahe an der Kreisbahn bleibt.

Nach Durchfithren dieser Fallstudie ist daher die zu empfehlende Methode die Transfor-
mation auf Polarkoordinaten.
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In diesem Kapitel werden die verschiedenen Methoden aus Kapitel 4 anhand eines zwei-
ten Beispiels miteinander verglichen. Als zweites Beispiel wird die Bewegung eines Dop-
pelpendels in kartesischen Koordinaten verwendet. Diese ist in expliziter Form gegeben
durch die folgenden Gleichungen und in Abbildung 6.1 schematisch illustriert. Der Ein-
fachheit halber werden die Masse und die Lange des Seils beider Pendel mit eins an-
genommen. Da gewohnlich sowohl die die Zwangsbedingung definierende Funktion als
auch die Erdbeschleunigung mit g bezeichnet werden, wird hier die die Zwangsbedingung
definierende Funktion mit g und die Erdbeschleunigung mit g (fett) bezeichnet.

T1 = Ugy
yl = Uy,
T = Uygy
Y2 = Uy,

Uz, = —F121 — F2(9131 - 1U2)
Uy, =8 — Fiyr — Fao(yr — y2)
Vg, = —Fo(x9 — 21)

Uy, = & — Fo(yo — 1)

ri+yi =1
(w1 = 29)* + (11 —2)* = L.
(6.1)

g

Abbildung 6.1: Schaubild und Gleichungen des Doppelpendels
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Dabei bezeichnen F; und F5 Kréifte und g die Erdbeschleunigung. Mathematisch gesehen
konnen Fy und F, als Lagrangesche Multiplikatoren interpretiert werden. Die Zwangs-
bedingung g(x1,y1, T2, y2) = 0 ist durch die Funktion g: R* — R? folgendermafien

2 2
= 6.2
9(T1, Y1, T2, Y2) (<I1 — 29)? + (1 — 1) — 1) (6:2)

gegeben. Im Folgenden werden die Bezeichnungen ¢g; = 2% + y? — 1 und go = (7, —
29)% + (y1 — y2)? — 1 verwendet. Die acht Differentialgleichungen erster Ordnung kénnen

umgeschrieben werden in vier Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

¥ = —Fixy — Fo(xq — x9)
i =g — Fiy1 — Fa(y1 — o)
Tg = —F2($2 - $1) (6 3)
Jo =g — Fa(ya —y1) '
ity =1

(21 — 552)2 + (y1 — 2/2)2 =1.

6.1 Analyse der DAE

Im Folgenden werden die beiden Varianten aus Abschnitt 3.4 diskutiert. Dazu werden
zuerst die kinetische Energie Ej;, und die potentielle Energie E,, berechnet als

B+ it B+ i

5 5 und  Eupe = —8Y1 — Y. (6.4)

Ekz'n =

e Variationsrechnung:
Die Funktion L: R® — R ist definiert als
it + | 45+ 03

L(x1,y1, %1, U1, T2, Yo, T2, Y2) = Ein — Epor = 5 + 5 +gy1 +gya. (6.5)

Die Euler-Lagrange Gleichungen lauten

d 8[; 8 (L + )\191 + )\292)

At \ i, ) D, =Y
d aL 8 (L + )\191 + /\292)

— (=] - =0
dt 8:152 8352 N
d (OLY  O(L+ Mg+ Aago) —0
dt 8y2 @y2 o
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Daraus ergeben sich die Gleichungen

1 =2 21 + 2 (21 — 9)
i1 =g+ 2 1 + 222 (y1 — 12)
Fo = 2Xa(x9 — 21)

o =g+ 22 (Y2 — y1)
ai+yi =1
(1 —@2)* + (h —12)* = L.

Diese vier Differentialgleichungen zweiter Ordnung koénnen durch Einfiithrung von
vier Variablen auf acht Differentialgleichungen erster Ordnung transformiert wer-
den. Durch F} = —2A; und F, = —2)\, resultiert das am Beginn des Abschnitts
genannte System.

e Lagrange-Formalismus der klassischen Mechanik:
Die Funktion L: R'? — R ist definiert als

L($layla A1, T1, 91, }\1,352, Y2, A2, Ta, 2, >\2) = Fiin — Epot —Ag1 — Aaga2 =
_niTY 4+ 2 ; Y gy + gy (6.8)

2
(e +yi— 1) = Ma((m1 — 22)* + (11 —2)* — 1)
und daraus resultieren mit %g—é — aa_le = 0, %g—é — g—é = 0, %g—yﬁ — g—yLl = 0,
doL oL _ dOL _ 9L _ doL _ L _ o 1 :
Hop " ow 0, don o = 0 und Tk e = 0 die Gleichungen
.@1 = —2)\1.T1 — 2)\2(.’131 — 1'2)
i1 =8 —2M\y1 — 2Xa(y1 — o)
jz = —2)\2(1’2 — .Tl) (6 9)
Jo =8 — 2Xa(y2 — y1)
iyl =1

(1 — 22)* 4+ (h — ) = 1.

Diese vier Differentialgleichungen zweiter Ordnung koénnen durch Einfithrung von
vier Variablen auf acht Differentialgleichungen erster Ordnung transformiert wer-
den. Durch F; = 2)\; und F5 = 2)\; resultiert das am Beginn des Abschnitts
genannte System.

Auf diese Art und Weise kénnen die Bewegungsgleichungen des Doppelpendels in karte-
sischen Koordinaten hergeleitet werden.

Die DAE, die die Bewegung des Doppelpendels beschreibt, kann mit der Funktion
[ Ry x RY x R — R und u = (21, y1, 2, Y2, Vg, Uy, Vs Vyo» F1, F) in impliziter
Form geschrieben werden als
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Ty — Ugy
yl — Uy
T2 — Ugy
Y2 — Uy,
0= f(tua) = | o T T Bl —w) (6.10)

Uy, — g+ Fuyn + Fa(yr — y2)
Vgy + Fo(zo — 1)
Uy, — g+ Fa(y2 — v1)
of +yi — 1
(11— 22)* + (31 — y2)* — 1
Die Funktion f partiell nach % abgeleitet ergibt

10000O0O0O0O0O
01 000O0OO0O0OO0OO
0010O0O0O0O0OO0O®O0
0001O0O0O0O0GO0O®O
000O01O0O0O0GO0O®O (6.11)
000O0O0OT1TO0O0®O0O®O
0000O0O0OT1TO0O0OQO0
0000O0O0OO0OT1Q 0O
000O0O0O0OO0OO0OTO0O® 0
000O0O0O0OO0OO0OTO 0O®O0

Diese Matrix ist singuldr und daher kann laut dem Hauptsatz iiber implizite Funktio-
nen 2.4 das differential-algebraische Gleichungssystem nicht direkt in ein gewohnliches
Differentialgleichungssystem aufgelost werden.

Im Folgenden werden die ersten zwei Ableitungen nach ¢ der Funktion g berechnet, dazu
wird

o X =1, — 19
oY =y —u

gesetzt. Damit wird &1 — @2 zu X. Die erste Ableitung von ¢ errechnet sich zu

. 11 + il
=9 . ). 6.12
Die zweite Ableitung von ¢ berechnet sich daher zu
3 w13y + 3+ b + 9P
-9 . ) 719 1
g<x17y17‘r27y2> (XX+X2+YY+Y2 (6 3)
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In diese Gleichung konnen fiir die zweiten Ableitungen die rechten Seiten der differenti-
ellen Gleichungen der DAE eingesetzt werden. Das ergibt

55%"‘2'/%"‘%3!1—Fl(ﬁ‘Fy%)—Fz(l’lX-i‘le)) (6.14)

G(z1,y1, T2, Y2) ( X2 4 Y2 - F(e: X +11Y) — 2F5( X2 +Y?)

Aus der zweiten Ableitung der Zwangsbedingung g(x1, 41, 2, y2) = 0 kénnen die linear
auftretenden Kréfte F) und F; berechnet werden. Dabei kann aus der ersten Gleichung
von g(x1, 41, x2,y2) = 0 Fy in Abhéngigkeit von F, ausgedriickt werden mit

_ 497 gy — (@ X +nY)F

Iy
r} + yi

(6.15)

und mithilfe dieser Gleichung kann aus der zweiten Gleichung von g(z1,y1,x2,%2) = 0
F; ausgedriickt werden durch

X2+ Y2 — (2 + 92 +gn) (M>

Fy = AT (6.16)
= - B} ) .
2(X2 + y2) _ 121@;1%3/)
Mit den ausgedriickten Kréaften F; und F, kann die Index—1-Formulierung aufgestellt
werden
C&'l = Ugy
yl = Uyl
iil'g = Vg,
Yo = Uys
6.17
Vg, = —F1o1 — F2($1 - 1‘2) ( )
Oy, = 8 — Fiy1 — Fa(y1 — o)
Ugy = —Fo(w9 — 1)
Uy, = & — Fo(y2 — 11),
wobei o
= 1+ 90 gy — (X +yY)Fy
- 7} £yt
LR G e () (6.18)
2 = )
2 2y _ (@ X4y Y)?

Die Index—1-Formulierung ist daher nicht mehr von F; und F, abhingig und der Zu-
standsraum besteht aus den Variablen zy, y1, %2, y2, Vs, Vy,, Uy, und v,,. Aufgrund
der Tatsache, dass F; und F; in der zweiten Ableitung von g(z1,y1,x2,y2) auftreten,
treten in der dritten Ableitung von g(z1,y1, T2, Yo) F, und F, auf und somit kann aus
g (21,1, %2, 2) = 0 durch Umformungen je eine Differentialgleichung fiir £} und Fj
erzeugt werden. Daher besitzt die DAE Index 3. Auf die Berechnung der dritten Ablei-
tung von g(x1, Y1, T2, Y2) sowie von Fy und F, wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit
verzichtet.
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6.2 Indexreduktionsmethoden

In diesem Abschnitt werden die verschiedenen Indexreduktionsmethoden aus Kapitel 4
fiir das Doppelpendel durchgerechnet.

6.2.1 Indexreduktion durch Differentiation

In diesem Abschnitt werden die drei Methoden mithilfe von Differentiation betrachtet.

6.2.1.1 Differentiation der Zwangsbedingung

Die zweimal abgeleitete Zwangsbedingung

X2+ Y?2 - Fi(o, X + 1Y) — 2F(X2 +Y?)

ersetzt die Zwangsbedingung. Somit ergibt dies ein Index—1-System. Dieses kann, wie
beim einfachen Pendel in Kapitel 5, mit bestimmten ode—Solvern von MATLAB geltst
werden.

6.2.1.2 Baumgarte—Methode

Die Baumgarte-Methode angewendet auf die Zwangsbedingung liefert

&1+ 97 + gy — Fu(at +yf) — B X + )
X2 -+ Y2 - Fl(l'lX -+ y1Y) - 2F2(X2 + Y2)

1’1.f1+y1y1 9 :c%erg— 1 0
4 . / _
+Q(XX+YY)+6 <X2+Y2—1 0)

wobei a > 0. Diese Gleichungen konnen nach Fy bzw. F; aufgelost werden, was

(6.20)

poo 2@ g ey — (@ X Ay Y)EB) fda(nid tyg) + Bty -0 o
- 2T+ ) o2

und

o 2(X2+Y?) +4a(XX + YY) + (X2 + Y2~ 1)
2 4(X2+Y?2) — (xligileY)Q -

(—Xiij) (2032 + 2 + gun) + da(zriy + 110n) + B2(22 + 42 — 1))
4(X2 + Y2) _ (z1 X+y1Y)?

zi+yi

(6.22)

ergibt. Wird a = 8 = 0 gesetzt, so ergeben sich fiir F; und F, genau die Gleichungen,
die in der Index—1-Formulierung auftreten. Bei Anwendung der Baumgarte-Methode
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werden die Gleichungen

T = Ugy
yl = Uy,
T2 = Ugy
Y2 = Uy,
Vg, = — 121 — Fo(11 — 23) (6.23)
Uy, =8 — Fiyr — Fy(yr — y2)
Uy = —F2(332 - iUl)

Uy, = & — Fo(y2 — 11),

wobei
F = 2(47 + 97 + gy — (@ X +nY)Fy) +da(zid +yign) + (] +yi — 1)
| =
2(z1 +y7)
P, = 20X24+Y?) +4a(XX + YY)+ BA(X2+Y2 1) 620
4<X2 + YQ) . (Ili%i@;/l%Y)Q .
(—Xfy’y) (2% + 93 + gy1) + do(zrds + ) + B2t + 47 — 1))
4(X2+Y?2) - (xlf%‘:_zlfy)Q )
erhalten.

6.2.1.3 Pantelides—Algorithmus

Die Vorgehensweise beim Pantelides—Algorithmus fiir das Doppelpendel verlduft ana-
log zum einfachen Pendel in Abschnitt 5.2.1.3. Der Ausgangspunkt fiir den Pantelides—
Algorithmus ist das DAE-System (6.1), welches aus zehn Gleichungen und zehn Unbe-
kannten @1, 91, T2, Y2, Vsys Uyys Uz, Vyy, F1 und F, besteht. Anwenden des Pantelides—
Algorithmus fithrt bei Einfithren der Variablen dz; und dzs auf 18 Gleichungen und 18
Unbekannte (x1, x2, doy, dzg, d221, d22, A2y, d2ys, U1, Y2, Vays Vay, AUszy, AUsy, Oyy s Oy,
F) und F5). Diese Gleichungen lauten

dzy = vy, (6.25a)

d2z; = dvy, (6.25b)

Y1 = vy, (6.25c¢)

d2y, = v, (6.25d)

dv,, = —Fizy — Fy(xy — x9) (6.25¢)
by, = 8 — Fiyr — Fa(yr — o) (6.25f)
i+l =1 (6.25g)
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r1day + 191 =0 (6.25h)

(da1)? + z1d2z; + (1) + y1d2y; =0 (6.251)

dze = vy, (6.25j)

d2zy = du,, (6.25k)

Y2 = Uy, (6.251)

d2ys = 1y, (6.25m)

dvg, = —Fy(xg — x7) (6.25n)

Uy, = 8 — Fa(y2 — 11 (6.250)

(x1 = 22)* + (1 —12)* = 1 (6.25p)

(z1 — 2)(day — dw2) + (1 — y2) (Y1 — 92) =0 (6.25¢)
(day — dwg)® + (21 — 2)(d2%1 — d222) + (41 — §2)* + (y1 — y2)(d2y1 — d2ya) = 0. (6.257)

Diese Gleichungen kénnen umgeformt werden zu

Y1 = Uy, (6.26a)
T =441 —y? (6.26b)
dzy = —291 (6.26¢)
€y
dv,, = d2z4 (6.26d)
Fo(rq —
O e 1 Bk 7Y (6.26¢)
21
Uy, =g — F1(y1) — Fa(yr — v2) (6.26f)
d2y, = vy, (6.26g)
d 2 )2 d2

a2, = 20"+ W)+ nd2y, (6.26h)

£y
Vg, = day (6.261)
i = v (6.26i)
T2 =11 F V1= (Y1 — 32)? (6.26k)
dy = doy + W8 g, ) (6.261)

1 — X9
dv,, = d2x, (6.26m)
= Q0 (6.26n)

r1 — X2
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by, = 8 — Fo(y2 — v1) (6.260)

A2y, = iy, (6.26p)

d2$2 _ (dxl - dl’g)z + (y1 - y2>2 + (y1 - y2)(d2y1 — d2y2) + (fL’l — xg)del (6.26(])
r1 — T2

Vg, = dag. (6.26r)

Analog zum einfachen Pendel besitzt jede der zwei Massen vier verschiedene Gleichungs-
systeme, die entstehen je nachdem welche Variable aufgeldst wird und welches Vorzei-
chen verwendet wird. Daraus ergeben sich fiir das Gesamtsystem 16 verschiedene Glei-
chungssysteme, die zur Beschreibung notwendig sind. Mittels Fallunterscheidungen muss
zwischen den verschiedenen Gleichungssystemen umgeschalten werden.

6.2.2 Stabilisierung durch Projektion

Bei diesen Methoden wird die Index—1-Formulierung, siehe Abschnitt 6.1, mithilfe von
Einschrittverfahren gelost. Durch die Verwendung einer Projektion wird sichergestellt,
dass die numerische Losung auf der Mannigfaltigkeit liegt. Diese Mannigfaltigkeit ist
gegeben durch

M ={z € R®: h(z) =0}, (6.27)
wobel 2z = (Z1, Y1, Vg, s Uyy s T2y Y2, Usy, Uy, ) und h: R® — R* definiert ist als
o+ yr—1
2 2
_ )2 —1
h(z) = (o0 = @2)" 4 (1 ~30) . (6.28)

T1Vzy + Y1Uy,
(xl - xQ)(vm - U$2> + (yl - y2)(vy1 - ?}y2)

Die Jacobimatrix % lautet

2¢1 2y; 0 O 0 0 0 0

2X 2Y 0 0 —-2X =-2Y O 0

Vg, Uy T1 WY 0 0 0 0

X Y XY -X -Y -X -Y
Diese hat fiir alle 2 € R®\{(0,0,a,b,7,t,c,d), (r,r,a,b,t,t,c,d)} mit r,t,a,b,c,d € R
((0,0,a,b,7,t,c,d) und (r,r,a,b,t,t,c,d) kann nicht auftreten, da immer z% + y# = 1

(6.29)

und (z; — 72)*+ (y1 — y2)? = 1 gelten muss) Rang 4 und ist daher nach Lemma 2.6 eine
implizit definierte Mannigfaltigkeit. M ist eine 4-dimensionale Mannigfaltigkeit im R®.
Der Tangentialraum von M errechnet sich mit w = (z1,y1, T2, y2) in diesem Fall als

V1 U1 Us
89 (%) 0 . (929 (%) 39 ow Vg
T.M = cR®: == = , — —(z2)=— =0
v 8w<z) U3 (0) we Oow? (2)® U3 + ow (2) ow | vy
on (1 Ug
(6.30)
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Umformungen ergeben

T101 + Y1V2 0
T.M ={veRs: X(v1 = vg) + ¥ (02 — va) - 0
Vg, V1 + Uy, U2 + U5 + Y1V 0
X(vy —v3) + Y(vg —vg) + X(vs —v7) + Y(vg — vg) 0
(6.31)
Eine Basis des 4-dimensionalen Tangentialraumes 7, M ist daher gegeben durch
-y 0 0 0
1 0 0 0
—Y2 0 -Y 0
X
20 0 (6.32)
vy, —uy1 0 0
Vg, Ty 0 0
Uyz Y2 _Y _Y
Uy T2 X X

6.2.2.1 Standardprojektionsmethode

Wie in Abschnitt 5.2.2.1 werden auch bei diesem Beispiel zuerst die Positionskompo-
nenten und anschliefend die Geschwindigkeitskomponenten projiziert. Die orthogonale
Projektion wird mithilfe der Abbildungen p;: R* — M, (Projektion der Positionskompo-
nenten) und py: R* — M, (Projektion der Geschwindigkeitskomponenten) durchgefiihrt.
Dabei sind die Mengen M; und M, folgendermaflen definiert

24y —1 0
M, = {(37173/1,$27y2) e R": hy(x1, 91, T2, Ya) = ( L ) = (0)}

(1 —22)* 4+ (h —y2)> — 1

(6.33)
und
M2 = {(Uﬂcla Vyy » Vg s Uyz) € R4: h2(vx17 Vyy » Vg s vyz) = (8) } ) (634)
wobel
Vgy
Uy, 1 0 p1(w)vy, + o 0 p1(w)vy,
ho = : . (6.35)
Vg (71 0 p1(w) — w3 0 p1(w)) X + (79 0 p1(w) — 74 0 pr(w))Y
v

Die Mengen M; und Ms sind laut Lemma 2.6 implizit definierte Mannigfaltigkeiten, da

Ohy B < 27 21 0 0 )
201 —x2) 201 —y2) —2(v1 —x2) —2(11 — ¥2)

6.36
8(951791,%2792) ( )
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Rang 2 besitzt fiir alle (z1,y1, r2,92) € R'\{(0,0,a,b), (a,b,a,b)} mit a,b € R und

Ohy _ <7T1 opi(w) o pr(w) 0 0 > (6.37)
ov P1,x Py —P1,x —DPiy '

mit V' = (Vg,, Vyy s Vay, Uy )5 P1,x = T10op1(w) —mgop(w) und p1y = maop;(w)—mopi(w)
ebenfalls Rang 2 besitzt fiir alle (v,,, vy, , Usy, Uy,) € R
Die Projektionen p; und py sind gegeben durch

1
V] + i
U1
Vi + ot

pi(T1, Y1, T2, Y2) = T n 1 . T ; (6.38)
T S —
Vai+yl d Vi +yi
I SR DR
Vai+yi Vi -+l
2 2
. Z1 hn
wobel d = To— ——| + |9 ——— | , und
( \/fc%er%) ( Vi +yi
(=2 0 pr(w)vy, + 1 0 pr(w)vy,)(—m2 0 pr(w))
vy — | (Frem £ m e p ) o () 63
(U12p1,Y - Uwpl,X)(pl,Y)
(Uz2p1,y - Uygpl,X)(_pl,X>
Damit ergibt sich die orthogonale Projektion p: R® — M C R® als
T €
Y1 n hn
T2 )
P 2= b2 : (6.40)
U$1 le
Uy Uy
Vs b2 Vg
Uya Uy,
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6.2.2.2 Symmetrische Projektionsmethode

Fiir das zu 16sende Gleichungssystem (4.9) ergibt sich

AV ZR 1+ AV (R, T10, T1041) — T1nt1
Ayl,n+1 @l,n + h\I/(h’ @1,n7 gl,n+1> Q 1n+1
AIQ,n—H :%2’” + h\lf(h, ‘%277“ £2,n+1> i‘ 2,n+1
AN Go.n + RV (R, G2y Jons1) — Jamtn
Avxl,n+1 @m,n + h\ll(h, ﬁ:ﬁ,m {)x1,n+1) (0 1
([8><8 —2GT> Avy, oy _ Uy, + h (h, Uy s ﬁyl,nﬂ) Uy i (6.41)
G O4x4 Avx2,n+1 /{]:BQ,R + h\I’(h, 1}1'2777,7 @mg,nH) Urz 1 7 '
Avy2,n+l f}yzn + hlll(h, ﬁy?,n’ @y2,n+1) Uy2,n+1
Apy xin—&-l + y% n+1 —1
AILLQ X?L Yn+1 1
Aps L1411 011 T Y1nt1 Uy pia
AV X1 Xnp1 + Yo Yon

wobei Igyg die 8 X 8—Einheitsmatrix, 0454 die 4 X 4—Nullmatrix, ¥ die Inkrementfunktion
der Trapezregel und

21 2y 0 0 0 0 0 0
2X 2y —-2X =2Y O O O 0
Vg, Uy, 0 0 1 1 0 0
X Y -X Y XY -X -Y

G = (6.42)

ist.

6.2.3 Methoden basierend auf lokaler Zustandsraumtransformation

Ausgangspunkt ist die Index—1-Formulierung aus der F; und F, berechnet werden kon-
nen. Das Losen der DAE mithilfe einer Losungsmannigfaltigkeit und lokaler Zustands-
raumtransformation wird durch eine globale Transformation umgesetzt. Die Mannigfal-

tigkeit ist gegeben durch
M ={z e R®: h(z) = 0} (6.43)

mit 2 = (1, Y1, Vay s Vyy s T2, Y2, Uiy, Uy, ) Und bz R® — R ist definiert als

oy —1

2 2
T1Vg; + Y1Uy,
(21 — 2) (Vay — Vay) + (Y1 — Y2) (Vy, — vy,)
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Die Transformation (1, Y1, Uz, , Uy, s T2, Y2, Vs, Uyy ) = (01,11, P2, m2) ist gegeben durch

T1 = COS Y1
Y1 = sin
Vg, = —M1 8N 1
Uy, = 711 COS 1
T = COS (1 + COS P2
Yo = SIN 1 + Sin Y9
Ugy = —M1SIN 1 — N2 SN P2
Uy, = 7)1 COS Y1 + )2 COS 3.

(6.45)

Mithilfe der Pseudoinversen A* von A := % wird das Differentialgleichungs-
system
$1
| = a4t swien) (6.46)
¥2
T2
erhalten. Da die Berechnung der Pseudoinversen von A und des entstehenden gewohnli-
chen Differentialgleichungssystems sehr komplex ist, wurden die Berechnung mithilfe der
Symbolic Math Toolbox von MATLAB durchgefiihrt. Das Differentialgleichungssystem
errechnet sich somit zu
$1 =1
5 + (sin(i1) sin(pz) + cos(p1) cos(2)) (7 + gsin(sm))) _
2 — (sin(ip1) sin(epa) + cos(ip1) cos(ip2))?
-(—sin(¢1) cos(p2) + cos(¢p1) sin(p2)) (6.47)
P2 =12
T2 = gcos(p2) — i (cos(ip1) sin(pa) — sin(ep1) cos(ip2))—
—¢1(sin(pr) sin(p2) + cos(p1) cos(p2)).

Die Zwangsbedingung und deren Ableitung sind durch die gewédhlte Koordinatentrans-

m = gcos(p1) + (

formation erfiillt.

Als alternative Moglichkeit kann, wie beim einfachen Pendel, eine Transformation in die
gegebenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung eingesetzt werden. Diese Transfor-
mation lautet
x1 = cos(¢1)
hn = Sin(%) (648)
xo = cos(p1) + cos(p2)
Yo = sin(¢1) + sin(ps).
Fiir die Kraft F; ergibt sich die Gleichung

F, — 93+ (sinlpy) sin(a) + cos(r) cos(w2)) (41 + gsin(pr))
2 — (sin(p1) sin(p2) + cos(ep1) cos(2))? '

(6.49)
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Die Kraft F; kommt in den Differentialgleichungen nicht mehr vor. Die vier gegebenen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung lauten nach der Transformation

$1 = geos(p1) + Fa(—sin(pr) cos(p2) + cos(g1) sin(p2))
P2 = geos(ip2) — i(cos(ip1) sin(pz) — sin(i1) cos(ep2))— (6.50)
—¢1(sin(p1) sin(ps) + cos(p1) cos(g2)).
Diese beiden Differentialgleichungen erster Ordnung kénnen so umgeschrieben werden,
dass ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung entsteht.

Unabhéngig von der gewéhlten Vorgehensweise werden dieselben zwei Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung bzw. vier Differentialgleichungen erster Ordnung erhalten.

6.3 Simulationen

Alle folgenden Simulationen wurden in MATLAB durchgefiihrt. Es wurden verschiedene
numerische Verfahren bzw. ode—Solver zum Losen der DAE verwendet. Alle Laufzeiten
wurden mithilfe der MATLAB-Befehle tic und toc, iiber 10 Durchliufe gemittelt, be-
rechnet und in Sekunden (auf drei Nachkommastellen gerundet) angegeben. Bei diesem
Beispiel wurde der Abstand von (z1,y;) zur Einheitskreislinie gemessen, das heifit

er, =1, +yi — 1, (6.51)

k3

wobei z1, und y;, die numerisch berechneten Werte fiir 7 und y; sind. Auflerdem wurde
der Abstand von (z7 — x2,11 — y2) = (X, Y) zur Einheitskreislinie gemessen, das heifit

€2; = (x]-i - in)z + (y]-i - y2i)2 -1= Xz2 + }/;2 -1, (652)

wobei x1,, y1,, X2, und yo, die numerisch berechneten Werte fiir x;, y1, 22 und y» sind
und es gilt X; := x1, — 29, Y := y1, — y2,- Es wurden zu jeder Simulation die maximalen
Fehler e; und ey

er = max(z] +y;. —1) und ey = max(X] + Y — 1) (6.53)
berechnet.

Die verwendeten Werte fiir die Parameter und die Simulationszeit wurden fiir die fol-
genden Simulationen folgendermaflen gewahlt:

e FErdbeschleunigung: g = 9.81

e Endzeit der Simulation: 10 bzw. 100.

Die Berechnungen wurden auf einem Laptop mit Intel Core i5 1.6GHz Prozessor und
4GB RAM durchgefiihrt. Es wurde die MATLAB—Version R2012b verwendet.

Bei den Simulationen der Index—0—Formulierung und Index—1-Formulierung wurden aus-
schlieflich die ode—Solver ode45, ode23t und odel5s verwendet.
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6.3.1 Simulationen der Index—0—Formulierung

Fiir die Simulationen des Gleichungssystems der Index—O—Formulierung wurden die in
Tabelle 6.1 aufgelisteten Werte verwendet.

Anfangswerte

L1 | Y1 | Uz | Uy | L2 | Y2 | Uy | Uy Fi | Fy
11701] 0 0200 0 010

Tabelle 6.1: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Doppelpen-
dels mit Index 0

Die Anfangswerte fiir F7 und F, wurden so gewahlt, dass sie mit den Werten von F; und
F5 in den Simulationen der Index—1-Formulierung zusammenpassen. Ansonsten haben
die gewidhlten Anfangswerte keine spezielle Bedeutung.

Die Simulationen der Index—0-Formulierung brechen bei einem Wert von etwa 5 Sekun-
den ab. In Abbildung 6.2 sind die Position des Pendels mit den Koordinaten (z1, ;)
bei Verwendung des ode—Solvers ode45 und die Positionen (X,Y’) bei Verwendung des
ode—Solvers ode15s dargestellt.

-1 -1 T T
= = Einheitskreislinie

-0.8 -0.8 — numerische Lésung ||

-0.6 -0.6

04 -0.4
2 2
E -0.2 < -0.2
£ £
5] o ‘g o
<] 3 !
Y. 02 ¥ ‘
.o L o02f .

0.4 0.4} Y )

\ K
0.6 0.6F \
0.8 0.8+ ~
1 1 ST
0 E -1 -0.5 0 0.5 1
x,—Koordinate X-Koordinate
(a) ode4b (b) odelbs

Abbildung 6.2: Vergleich der numerischen Losung (blau) zur Einheitskreislinie (schwarz)
der Index—0O-Formulierung der Bewegungsgleichungen des Doppelpendels
bis zum Abbruch des Programmes

Wie in Abbildung 6.2 zu erkennen ist, driftet die numerische Losung von der Losungs-
mannigfaltigkeit weg. Bei Verwendung des ode—Solver ode45 passiert der Abbruch in
dem Moment, wo die Position des Pendels mit den Koordinaten (xy,y;) im Punkt (0, 0)
ist. Bei Verwendung der ode—Solver ode23t und ode15s passiert dasselbe mit den Posi-
tionen (X,Y).
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Da die Simulationen nur bis etwa 5 Sekunden lauffahig sind, wird auf die Darstellung
der anderen Plots verzichtet.

6.3.2 Simulationen der Index—1-Formulierung

Fiir die Simulationen des Gleichungssystems der Index—1-Formulierung, die in Abschnitt
6.1 aufgestellt wurde, wurden die in Tabelle 6.2 aufgelisteten Werte verwendet.

Anfangswerte

T U1 le ’Uy1 i) Y2 ?)x2 ’Uy2
110 0 0 210 0 0

Tabelle 6.2: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Doppelpen-
dels mit Index 1

Hier ist die Simulation bei Verwendung der ode—Solver ode45 und odel5s bis 100 Se-
kunden moglich. Der ode—Solver ode23t bricht nach ungefiahr 9 Sekunden ab.

In den Abbildung 6.3, 6.4 und 6.5 ist das Ergebnis der Simulation mit Endzeit 10 und
dem ode—Solver ode45 dargestellt. In Abbildung 6.3 sind die numerischen Losungen im
Vergleich zur Einheitskreislinie dargestellt.

-1 : :
1l —'~ Einheitskreislinie ||

-0.8f — numerische Lésung

-0.6 -0.8f¢

-04 -0.6
Q L -0.4
§ -0.2 %
= =4
5 of 5 02
o o
x5 N
-
> 0.4 > 0.2r

06 0.4

08l 0.6

0.8
1r N P
-1 -0.5 0 0.5 1 ! -1 -0.5 0 ) 0.5 1
x,~Koordinate X-Koordinate
(a) (z1,91) (b) (X,Y)

Abbildung 6.3: Vergleich der numerischen Losung (blau) zur Einheitskreislinie (schwarz)
der Index—1-Formulierung der Bewegungsgleichungen des Doppelpendels
mit ode45 und Endzeit 10

Wie in der obigen Abbildung zu erkennen ist, ,driftet“ die numerische Losung von der

Losungsmannigfaltigkeit weg. Bei Simulation bis 100 Sekunden entfernt sie sich immer

weiter.
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In Abbildung 6.4 sind die Fehler zur Einheitskreislinie dargestellt.

10 T T T T 10
10 10
5 s
> X
X 10 < -10
3 10 %10
K ¢
107 107
10720 L L L L 10720 L L L L
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Zeit Zeit
(a) (z1,91) (b) (X,Y)

Abbildung 6.4: Fehler der numerischen Losung zur Einheitskreislinie der Index—1-For-
mulierung der Bewegungsgleichungen des Doppelpendels mit ode45 und
Endzeit 10

In Abbildung 6.5 wird die numerische Losung der Position des Pendels (z9,1s) darge-
stellt.

yZ—Koordinate

-3 2 =) 0 1 2 3
x,~Koordinate
Abbildung 6.5: Numerische Losung fiir (z2,y2) der Index—1-Formulierung der Bewe-
gungsgleichungen des Doppelpendels mit ode45 und Endzeit 10

Bei Verwendung des ode—Solvers ode15s entfernt sich die numerische Losung ebenfalls,
wobei die numerische Losung fiir die Koordinaten (x1,y;) zuerst Richtung (0,0) l&uft
und dann nach aulen. Aufgrund der starken Abweichung der Ergebnisse zur Losungs-
mannigfaltigkeit unter Verwendung der beiden ode—Solver ist diese Vorgehensweise also
nicht geeignet, um die gegebene DAE zu 16sen.
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6.3.3 Simulationen der Indexreduktionsmethoden

Im Folgenden werden die Losungen der Simulationen mit den verschiedenen Indexreduk-
tionsmethoden préasentiert.

6.3.3.1 Differentiation der Zwangsbedingung

Es wurden die in Tabelle 6.3 aufgelisteten Werte fiir die Simulation des Systems aus
Abschnitt 6.2.1.1, das durch Differentiation der Zwangsbedingung erhalten wurde, ver-
wendet.

Anfangswerte

T1 | Y1 | Uy Vyy T2 | Y2 | Ugy Vyo Fl F2
110 0 0 210 0 0 010

Tabelle 6.3: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Doppelpen-
dels mit der Indexreduktionsmethode Differentiation der Zwangsbedingung

Die Simulation wurde mit dem ode—Solver ode15s durchgefiihrt, da dieser fiir das Losen
von DAEs mit Index 1 geeignet ist.

In Abbildung 6.6 sind die numerischen Lésungen im Vergleich zur Einheitskreislinie
dargestellt.

- = Einheitskreislinie
—— numerische Loésung
\ N 4

|

=

5]
T

Y-Koordinate
1
iN

0.51

yl—Koordinate

-15 -3 -2 -1 0 1 2

x,~Koordinate X-Koordinate
(a) (z1,91) (b) (X,Y)

Abbildung 6.6: Vergleich der numerischen Losung (blau) zur Einheitskreislinie (schwarz)
mit Differentiation der Zwangsbedingung und Endzeit 100

Wie in Abbildung 6.6 zu erkennen ist, weicht die numerische Lésung von der Losungs-

mannigfaltigkeit ab, wobei sie fiir die Koordinaten (z1,y;) zuerst Richtung (0,0) lduft
und dann nach auflen.
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In Abbildung 6.7 werden die erhaltenen Fehler dargestellt.

10° ‘ ‘ ‘ ‘ 10

10° ﬁ//ﬁr/ 10° F/
S 100t g $10° i
z X
5 3
Q ~ = _
& 10 S 107}

10—157 | 10-157

10720 Il Il Il Il 10720 Il Il Il Il

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Zeit Zeit
(a) (v1,91) (b) (X,Y)

Abbildung 6.7: Fehler der numerischen Losung zur Einheitskreislinie mit Differentiation
der Zwangsbedingung und Endzeit 100

In Abbildung 6.8 wird die numerische Losung der Position des Pendels (9, 1y,) darge-
stellt.

-0.5 T T T T T -1
or or
o 05F o 1f
] ©
£ £
e kel
S 1r 5 2
o o
N ~
o S
1.5¢ 3r
2F ar
2.5 5
-3 -2 -1 0 1 2 3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
xz—Koordinate xz—Koordinate
(a) Endzeit 10 (b) Endzeit 100

Abbildung 6.8: Numerische Losung fiir (22, y2) mit Differentiation der Zwangsbedingung

Aufgrund der Entfernung der numerischen Losung zur Einheitskreislinie ist diese Me-
thode nicht geeignet fiir die Simulation der gegebenen DAE.

6.3.3.2 Baumgarte—Methode

Es wurden die in Tabelle 6.4 aufgelisteten Werte fiir die Simulationen des mithilfe der
Baumgarte-Methode erhaltenen Systems aus Abschnitt 6.2.1.2 verwendet.
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Anfangswerte
1 U1 Um Uy1 X2 Y2 vxz Uyz a 5
a# B 0 0 0 210 0 0 | 10 bzw. 100 10 - «
a=_p 0 0 0 210 0 0 | 10 bzw. 100 | 10 bzw. 100

Tabelle 6.4: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Doppelpen-
dels mit der Baumgarte-Methode

Die Simulationen wurden mit dem ode—Solver ode45 durchgefiihrt.

Im Folgenden werden die Ergebnisse, die mit der Baumgarte-Methode und verschiedenen
Werten fiir @ und [ erhalten werden, dargestellt. In Abbildung 6.9 wird die numerische
Losung der Position des Pendels (z1,y;) dargestellt.

yl—Koordinate

yl—Koordinate

08l
06l
04l
02)

0.2
0.41
0.6
0.8

[

LT -~ Einheitskreislinie
e —— numerische Lésung ||
N |
4 \
Ay
\
-1 -0.5 0 0.5 1
x,~Koordinate
(a) & =10 und 8 =100
PR - = Einheitskreislinie
7 —— numerische Lésung ||
. i
/
-1 -0.5 0 0.5 1

xl—Koordinate

(¢) @ =100 und g = 1000

yl—Koordinate

yl—Koordinate

-0.8
-0.6
-0.4
-0.2

0.2
0.4
0.6
0.8

-7 —'~ Einheitskreislinie
e —— numerische Lésung ||
4 N
. ]

\
\
'
'

-0.5 0 0.5 1
X~ Koordinate

(b)y a=p=10

-0.8F
0.6}
0.4
-0.2

0.2
0.4
0.6
0.8

e - = Einheitskreislinie
. - " H
. — numerische Lésung
N

\

-0.5 0 0.5 1
X~ Koordinate

(d) o= =100

Abbildung 6.9: Numerische Losung fiir (x1, ;) mit der Baumgarte-Methode und Endzeit

100
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Wie in Abbildung 6.9 zu erkennen ist, unterscheiden sich die Ergebnisse fir (z1,y;):
Wenn o = 100 und 8 = 1000 ist, schwingt das Pendel (x1, 3;) am weitesten nach oben, fiir
a = [ = 10 bleibt die numerische Losung auf der unteren Hilfte der Einheitskreislinie.

In Abbildung 6.10 wird die numerische Loésung der Position des Pendels (z3,y2) bis 10
Sekunden in rot und von 10 bis 100 Sekunden in schwarz dargestellt.

0 T T T T
0.5r i
] 2
] © 1r q
£ £
=] e}
IS 5]
o o
X ~
' o 15¢ 1
> >
2, 4
25 . . . . . . . 25 . . . .
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -3 -2 -1 0 1 2
xz—Koordinate xZ—Koordinate
(a) & =10 und g =100 (b) a=p8=10
-0.5

ﬁ\vll’/,/ 7=
‘\n\‘\A"t'/"“i/ AN
AL N,
Wz @202 )NY
\ ,,\-f;v‘i; u‘y;';\u.‘ Wi
' o X
4,

LIPS N

{ !
IR ath i\
N N

7 .—
——— ",!"’ A
i
=
25

N\
Y%

yZ—Koordinate
yZ—Koordinate

15F

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 =2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

xz—Koordinate Xy~ Koordinate

(¢) @ =100 und S = 1000 (d) a=p8=100

Abbildung 6.10: Numerische Losung fiir (xs, y2) mit der Baumgarte-Methode und End-
zeit 10 (rot) bzw. 100 (schwarz)

Wie in obiger Abbildung zu erkennen ist, unterscheiden sich die Positionen stark je nach

Wahl der Parameter o und S. Fiir « = 3 = 10 erscheint die numerische Lésung nicht
plausibel.
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In Abbildung 6.11 werden die mit der Baumgarte-Methode und dem ode-Solver ode45

erhaltenen Fehler von (z1,y;) dargestellt.
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Abbildung 6.11: Fehler der numerischen Losung von (z1,y;) zur Einheitskreislinie mit
der Baumgarte-Methode und Endzeit 100
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In Abbildung 6.12 werden die mit der Baumgarte-Methode und dem ode-Solver ode45
erhaltenen Fehler von (X,Y) dargestellt.
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Abbildung 6.12: Fehler der numerischen Lésung von (X,Y) zur Einheitskreislinie mit
der Baumgarte-Methode und Endzeit 100

Die Wahl der Parameter o und j ist empfindlich gegeniiber Anderungen, das heifit
bei unterschiedlicher Wahl der beiden Parameter variieren die Ergebnisse stark. Bei
gleicher Wahl von « und f sind die Unterschiede zwischen o = f = 10 und a = 3 =
100 sehr grof, was beispielsweise bei der Darstellung von (x2,ys) ersichtlich ist. Wenn
a # [ ist, werden nicht so stark unterschiedliche Ergebnisse erhalten, allerdings ist
auch hier erkennbar, dass (zq,y;) bei grofieren Werten von « und f sich im oberen
Teil der Einheitskreislinie weiter nach oben bewegt. Da die Ergebnisse fiir verschiedene
a und [ sehr unterschiedlich sind und keine analytische Losung fiir die Bewegung des
Doppelpendels vorliegt, ist es nicht moglich zu bestimmen, welche Losung die ,richtige”
bzw. welche Wahl der Parameter die ,beste” ist.
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6.3.3.3 Pantelides—Algorithmus

Es wurden die in Tabelle 6.5 aufgelisteten Werte fiir die Simulationen der nach Anwen-
dung des Pantelides—Algorithmus erhaltenen Gleichungen aus Abschnitt 6.2.1.3 verwen-
det.

Anfangswerte

x| A2z |y | dyr | d2y1 | vy, | vy, | douy, | FY | dag | dog,
1 0 0] 0 g 0 0 g 0 0 0

Ty | d2z9 | yo | dyo | d2y2 | Vg, | Uy, | duy, | Fo | dog | dug,
2 0 0] 0 g 0 0 g 0 0 0

Tabelle 6.5: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Doppelpen-
dels mit dem Pantelides—Algorithmus

Die Simulation wurde mit dem ode-Solver ode15i durchgefiihrt, wobei MaxOrder auf 2
und die absolute Toleranz auf 10~1% gesetzt wurde. Die Wahl dieser beiden Gréfien hat

sehr groflen Einfluss auf die numerische Losung.

Ahnlich wie beim einfachen Pendel mussten die quadratischen Gleichungen aus der
Zwangsbedingung héndisch aufgelost werden, wodurch fiir jede Masse vier Fallunter-
scheidungen notig sind. Bei der Implementierung in MATLAB mussten daher 4 -4 = 16
Fallunterscheidungen durchgefiihrt werden, siche Abschnitt 6.2.1.3. Analog zum ein-
fachen Pendel miissen hier vier Gleichungen und Unbekannte zu den 18 hinzugefiigt
werden. Somit besteht jedes der 16 Gleichungssysteme aus 22 Gleichungen und Unbe-
kannten.

Um zwischen den Féllen umzuschalten, wurde ein Event (gegeben durch die Aufteilung
der beiden Einheitskreise in Quadranten) verwendet, bei dem der ode—Solver abgebro-
chen wird und dann mit dem neuen Gleichungssystem wieder gestartet wird. An dem
Zeitpunkt des Wechsels wurden auch die Anfangswerte neu berechnet. Auflerdem wurde
der ode—Solver mit neuen Anfangswerten gestartet, sobald er aufgrund der Toleranz eine
zu kleine Schrittweite hétte wéihlen miissen. Die neuen Anfangswerte wurden dabei mit
dem Befehl decic von MATLAB, bei dem iterativ konsistente Anfangswerte gesucht
werden, berechnet. Als Startwert fiir die Iteration wurde dabei die numerische Losung
zum Abbruchzeitpunkt verwendet.

Durch die vielen Félle, die bei Anwendung des Pantelides—Algorithmus entstehen, wird
die Implementierung aufwéndig. Da der verwendete ode-Solver Probleme beim Ld&sen
des Systems hat, muss dieser im Lauf einer Simulation immer wieder abgebrochen und
(mit leicht modifizierten Werten) neu gestartet werden, was nicht wiinschenswert ist.
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In Abbildung 6.13 sind die numerischen Losungen im Vergleich zur Einheitskreislinie

dargestellt.
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Abbildung 6.13: Vergleich der numerischen Loésung (blau) zur Einheitskreislinie

(schwarz) mit dem Pantelides—Algorithmus und Endzeit 100

In Abbildung 6.14 werden die mit dem Pantelides—Algorithmus erhaltenen Fehler dar-

gestellt.
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Abbildung 6.14: Fehler der numerischen Losung zur Einheitskreislinie mit dem Pan-

telides—Algorithmus und Endzeit 100
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In Abbildung 6.15 wird die numerische Losung der Position des Pendels (x4, y2) darge-
stellt.
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Abbildung 6.15: Numerische Losung fiir (23, y2) mit dem Pantelides—Algorithmus

6.3.3.4 Standardprojektionsmethode

Es wurden die in Tabelle 6.6 aufgelisteten Werte fiir die Simulation unter Verwendung
der Standardprojektionsmethode, siehe Abschnitt 6.2.2.1, verwendet.

Anfangswerte

T U1 le ’Uyl ) Y2 UmQ Uy2
1101 0 0 21010 0

Tabelle 6.6: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Doppelpen-
dels mit der orthogonalen Projektionsmethode

Die Simulation wurde mit dem expliziten Euler-Verfahren und Schrittweite 10~3 durch-
gefithrt. Nach jedem Losungsschritt wird kontrolliert ob die numerische Losung die
Zwangsbedingung erfiillt. Falls dies nicht der Fall ist, wird die Losung mithilfe der in
Abschnitt 6.2.2.1 definierten orthogonalen Projektion auf die Losungsmannigfaltigkeit
abgebildet.

Bei Verwendung dieser Methode ist die euklidische Norm der Geschwindigkeit beider
Pendel stark ansteigend und daher werden die numerischen Losungen der Positionen

verfalscht.
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In Abbildung 6.16 sind die numerischen Losungen im Vergleich zur Einheitskreislinie

dargestellt.
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Abbildung 6.16: Vergleich der numerischen Losung (blau) zur Einheitskreislinie
(schwarz) mit der orthogonalen Projektionsmethode und Endzeit 100

In Abbildung 6.17 werden die mit der orthogonalen Projektionsmethode erhaltenen Feh-
ler dargestellt.
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Abbildung 6.17: Fehler der numerischen Losung zur Einheitskreislinie mit der orthogo-
nalen Projektionsmethode und Endzeit 100
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In Abbildung 6.18 werden die mit der orthogonalen Projektionsmethode erhaltenen Nor-
men der Geschwindigkeiten dargestellt.
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Abbildung 6.18: Euklidische Normen der Geschwindigkeiten mit der orthogonalen Pro-
jektionsmethode und Endzeit 25

In Abbildung 6.19 wird die numerische Losung der Position des Pendels (xs,y2) darge-
stellt.
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Abbildung 6.19: Numerische Losung fiir (x2,y,) mit der orthogonalen Projektionsme-
thode

Die erhaltenen Fehler sind zwar gering, aber die ansteigenden Normen der Geschwindig-
keiten deuten darauf hin, dass die Positionen der Pendel nicht korrekt sind. Auflerdem
liefert das Programm nach etwa 28 Sekunden keine Werte mehr, wie im Fehlerplot er-
sichtlich ist.
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6.3.3.5 Symmetrische Projektionsmethode

Es wurden die in Tabelle 6.7 aufgelisteten Werte fiir die Simulation unter Zuhilfenahme
der symmetrischen Projektionsmethode, siehe Abschnitt 6.2.2.2, verwendet.

Anfangswerte

T U1 Uml ’Uy1 i) Y2 v$2 ’Uy2
110 0 0 210 0 0

Tabelle 6.7: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Doppelpen-
dels mit der symmetrischen Projektionsmethode

In Abbildung 6.20 sind die numerischen Losungen im Vergleich zur Einheitskreislinie

dargestellt.
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Abbildung 6.20: Vergleich der numerischen Losung (blau) zur Einheitskreislinie
(schwarz) mit der symmetrischen Projektionsmethode und Endzeit 100

Wie in Abbildung 6.20 zu erkennen ist, unterscheidet sich die Position des Pendels
wesentlich von jener bei dem Pantelides—Algorithmus und bei der orthogonalen Pro-
jektionsmethode. Die Position des Pendels mit den Koordinaten (x1,3;) geht deutlich
iiber den unteren Halbkreis hinaus und steigt hoher als bei Verwendung des Pantelides—
Algorithmus, allerdings ist kein Uberschlag vorhanden, wie es bei der orthogonalen Pro-

jektionsmethode der Fall ist.

Daher dréngt sich die Frage nach der ,richtigen* Losung auf. Diese kann nicht beant-
wortet werden, da keine analytische Losung vorliegt und die verwendeten Methoden zu
unterschiedlichen Ergebnissen fiithren, die sich auch qualitativ stark unterscheiden.
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In Abbildung 6.21 werden die mit der symmetrischen Projektionsmethode erhaltenen
Fehler dargestellt.

10

10° '

10

.
O\

=

o
Wb
)

Fehler (X,Y)

n
5
T

Fehler (xl,yl)
=
o
N
ov

10°

107

L L L L 10- L L L L
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Zeit Zeit

(a) (z1,91) (b) (X,Y)

Abbildung 6.21: Fehler der numerischen Losung zur Einheitskreislinie mit der symme-
trischen Projektionsmethode und Endzeit 100

In Abbildung 6.22 werden die mit der symmetrischen Projektionsmethode erhaltenen
Normen der Geschwindigkeiten dargestellt.
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Abbildung 6.22: Euklidische Normen der Geschwindigkeiten mit der symmetrischen Pro-
jektionsmethode und Endzeit 100

Wie zu erkennen ist, sind bei dieser Methode die Normen der Geschwindigkeiten im
Gegensatz zur orthogonalen Projektionsmethode beschrankt.
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In Abbildung 6.23 wird die numerische Losung der Position des Pendels (x4, y2) darge-
stellt.
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Abbildung 6.23: Numerische Losung fiir (xs,y2) mit der symmetrischen Projektions-
methode

6.3.3.6 Methoden basierend auf lokaler Zustandsraumtransformation

Es wurden die in Tabelle 6.8 aufgelisteten Werte fiir die Simulation mit Methoden ba-
sierend auf lokaler Zustandsraumtransformation, siehe Abschnitt 6.2.3, verwendet.

Anfangswerte
©1 | 1| P2 | P2
0Ol0[0]O

Tabelle 6.8: Anfangswerte fiir die Simulation der Bewegungsgleichungen des Doppelpen-
dels mit Zustandsraumtransformation

Die Simulation wurde mit den ode-Solvern ode45, 23t und ode15s durchgefiihrt.

Die drei ode—Solver liefern stark unterschiedliche Ergebnisse. Im Gegensatz zu der sym-
metrischen Projektionsmethode, dem Pantelides—Algorithmus und der Baumgarte—Me-
thode durchléauft bei Verwendung des ode-Solvers ode45 und Simulation bis 100 Se-
kunden das Pendel (x,y;) die gesamte Einheitskreislinie. Bei Verwendung der beiden
anderen Solver tritt bei Simulation bis 100 Sekunden kein Uberschlag fiir (21,,) auf.
Die numerische Losung fiir (x9, yo) unterscheidet sich allerdings auch bei diesen beiden
Solvern bereits nach 10 Sekunden deutlich.

Im Folgenden werden die Ergebnisse unter Verwendung des ode23t dargestellt.
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In Abbildung 6.24 sind die numerischen Losungen im Vergleich zur Einheitskreislinie

dargestellt.
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Abbildung 6.24: Vergleich der numerischen Loésung (blau) zur Einheitskreislinie
(schwarz) mit der Zustandsraumtransformation und Endzeit 100

In Abbildung 6.25 werden die mit der Transformation des Zustandsraumes und dem
ode—Solver ode23t erhaltenen Fehler dargestellt.
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Abbildung 6.25: Fehler der numerischen Losung zur Einheitskreislinie mit der Zustands-
raumtransformation und Endzeit 100

Wie in Abbildung 6.25 zu erkennen ist, sind die Fehler zur Einheitskreislinie gering.

106



Kapitel 6: Methodenvergleich — Fallstudie Doppelpendel

In Abbildung 6.26 wird die numerische Losung der Position des Pendels (x4, y2) darge-
stellt.
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Abbildung 6.26: Numerische Losung fiir (23, y2) mit der Zustandsraumtransformation

6.3.4 Ergebnisse

Im Folgenden werden fiir die Index—1-Formulierung des Systems und die Regularisie-
rungsmethoden Ergebnisse der maximalen Fehler und der Laufzeit in Tabellen aufgelis-
tet. Dabei bezeichnet ein Eintrag mit *, dass der im Programm verwendete ode—Solver
nicht bis zur verlangten Endzeit der Simulation lauffahig war.

Da die Simulationen der Index—O-Formulierung bei ungefdhr 5 Sekunden abbrechen,
werden fiir diese keine Fehler und Laufzeiten berechnet.

In Tabelle 6.9 sind die maximalen Fehler e; und e; und die Laufzeit in Sekunden der
Simulationen bis 7" = 10 der Index—1-Formulierung aufgelistet.

Losungsmethode | Max. Fehler e; | Max. Fehler ey | Zeit(s)
ode4b 0.2603 0.4180 1.588
odelbs 0.1025 0.5489 1.856
ode23t * * *

Tabelle 6.9: Maximale Fehler e; und ey und Laufzeit in Sekunden der Index—1-Formu-

lierung mit Endzeit 10

Wie Tabelle 6.9 zu entnehmen ist, kommt es bei Verwendung von ode45 und odel5s zu
einem numerischen ,,Drift—off. Der ode—Solver ode23t bricht bei 9 Sekunden ab.
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In Tabelle 6.10 sind die maximalen Fehler e; und es und die Laufzeit in Sekunden der
Simulationen bis T = 100 der Index—1-Formulierung aufgelistet.

Losungsmethode | Max. Fehler e; | Max. Fehler ey | Zeit(s)
ode4b 34.1509 70.3141 1.626
odel5s 3.6842 4.5993 3.927
ode23t * * *

Tabelle 6.10: Maximale Fehler e; und e, und Laufzeit in Sekunden der Index—1-Formu-
lierung mit Endzeit 100

Bei einer Simulation bis 100 Sekunden weicht die numerische Losung sehr stark von der
Losungsmannigfaltigkeit ab, daher sind die maximalen Fehler grof.

In Tabelle 6.11 sind die maximalen Fehler e; und es und die Laufzeit in Sekunden der
Simulationen bis 7" = 10 der Indexreduktionsmethoden aufgelistet.

Losungsmethode Max. Fehler e; | Max. Fehler ey | Zeit(s)
Differentiation Zwangsbedingung 0.0453 0.2792 1.950
Baumgarte-Methode o = 10, 5 = 100 2.5738 -107° 0.0154 1.706
Baumgarte-Methode o = 3 = 10 5.8354 - 1074 0.335 1.617
Baumgarte-Methode oo = 100, 8 = 1000 | 2.8281-1075 1.3837-107% | 2.550
Baumgarte-Methode o = § = 100 2.0022-107° 0.0130 1.746
Pantelides 5.5467 - 107° 7.6908 - 10° 3.886

orth. Projektionsmethode 4.4409 -1071¢ | 6.6613-10716 | 4.805

symm. Projektionsmethode 2.1979-1077 4.0779-1077 | 14.965
Koordinatentransformation ode23t 2.2204 - 10716 | 2.2204-1071¢ | 1.707

Tabelle 6.11: Maximale Fehler e; und e, und Laufzeit in Sekunden der Indexreduktions-
methoden mit Endzeit 10

In Tabelle 6.11 ist zu erkennen, dass die Differentiation der Zwangsbedingung alleine
nicht ausreicht, um den numerischen ,,Drift—off* zu verhindern. Die orthogonale Projek-
tionsmethode liefert leider keine richtigen Ergebnisse in dem Sinn, dass die Positionen
aufgrund der félschlicherweise ansteigenden Normen der Geschwindigkeiten zwar auf
der Kreisbahn bleiben, aber dennoch nicht korrekt sind. Die anderen Methoden liefern
durchwegs geringe Abweichungen zur Kreisbahn. Den geringsten Fehler liefert die Koor-

dinatentransformation.

In Tabelle 6.12 sind die maximalen Fehler e; und es und die Laufzeit in Sekunden der
Simulationen bis T = 100 der Indexreduktionsmethoden aufgelistet.
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Losungsmethode Max. Fehler e; | Max. Fehler ey | Zeit(s)
Differentiation Zwangsbedingung 1.0078 9.4948 4.853
Baumgarte-Methode a = 10, 8 = 100 1.9786 - 10~* 0.0187 3.093
Baumgarte-Methode o = = 10 5.8354 - 1074 0.3350 1.761
Baumgarte-Methode oo = 100, 5 = 1000 | 1.6118-107* 1.6052 - 1074 11.708
Baumgarte-Methode a = # = 100 2.2419-107° 0.0130 3.782
Pantelides 1.5501-107* | 2.6766-10"* | 21.002

orth. Projektionsmethode 4.4409 - 10716 | 6.6613-10716 | 166.633

symm. Projektionsmethode 2.5376 - 1077 4.7636 - 1077 | 129.584
Koordinatentransformation ode23t 2.2204-10716 | 2.2204-10716 | 3.659

Tabelle 6.12: Maximale Fehler e; und ey und Laufzeit in Sekunden der Indexreduktions-
methoden mit Endzeit 100

Die Simulation bis 7" = 100 liefert analoge Resultate zu den Ergebnissen der Simulation
bis 10 Sekunden. Die grofieren Laufzeiten der orthogonalen Projektionsmethode und der
symmetrischen Projektionsmethode sind darauf zuriickzufiithren, dass bei der einen ein
selbstimplementiertes explizites Euler—Verfahren verwendet wird und bei der anderen die
numerische Losung iterativ berechnet wird. Der Pantelides—Algorithmus besitzt aufgrund
der vielen Fallunterscheidungen eine ldngere Laufzeit als die anderen Programme, die
ode—Solver verwenden.

Zusammenfassung der Ergebnisse:

Das numerische Losen der Index-0-Formulierung bzw. der Index—1-Formulierung liefert
keine brauchbaren Ergebnisse. Es fithren alle verwendeten ode—Solver zum , Drift—off*
oder die Integration bricht ab.

Die Differentiation der Zwangsbedingung fiithrt zum ,,Drift—off“ und ist daher nicht ge-
eignet fiir das Losen der DAE. Die Baumgarte-Methode liefert fiir geeignetes o und
£ Resultate, die geringe Fehler besitzen. Es sind grofie Unterschiede der Losungen fiir
verschiedene Werte der Parameter a und S zu beobachten. Die Implementierung des
Pantelides—Algorithmus ist durch die Fallunterscheidungen sehr umsténdlich und der
odel15i hat Probleme, die Gleichungen zu losen.

Die orthogonale Projektionsmethode liefert Ergebnisse, die ebenfalls geringe Fehler auf-
weisen, dies ist auch nicht iiberraschend, da die Methode genau so konstruiert ist. Aller-
dings sind die Positionen nicht korrekt, was auf die steigenden Normen der Geschwin-
digkeiten zuriickgefithrt werden kann. Im Gegensatz dazu liefert die symmetrische Pro-
jektionsmethode keine unbeschréankten Normen der Geschwindigkeiten.

Die Transformation des Zustandsraumes fiihrt auf das einfachste zu lésende System und
liefert ein Ergebnis, das nahe an der Losungsmannigfaltigkeit bleibt.

Die Positionen beider Pendel besitzen fiir die Baumgarte-Methode, den Pantelides—
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Kapitel 6: Methodenvergleich — Fallstudie Doppelpendel

Algorithmus, die symmetrische Projektionsmethode und die Transformation auf Polar-
koordinaten unterschiedliche Ergebnisse — da keine analytische Losung bekannt ist, ist
nicht klar, welche der Methoden die ,richtigen“ Positionen liefert.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden verschiedene Regularisierungsmethoden an zwei Fallbeispielen
demonstriert. Bei den beiden Beispielen handelt es sich um mechanische Systeme mit
differentiellem Index drei: ein einfaches Pendel und ein Doppelpendel. Die Analyse und
das Anwenden der Regularisierungsmethoden zeigt, dass die Berechnungen beim einfa-
chen Pendel leicht durchzufiihren sind, wohingegen beim Doppelpendel die Gleichungen
lange und uniibersichtlich werden, was bei , hdndischem“ Anwenden der Methoden sehr
leicht zu Fehlern fithren kann. Beim einfachen Pendel wurden qualitativ meist d&hnliche
Resultate erhalten. Im Gegensatz dazu ist das beim Doppelpendel nicht der Fall, hier
unterscheiden sich die Ergebnisse der verschiedenen Methoden sehr stark aufgrund des
chaotischen Verhaltens, das das Doppelpendel besitzt.

Nach der Analyse der Methoden anhand der Fallbeispiele in den vorherigen Kapiteln
kann zusammenfassend darauf geschlossen werden, dass die Simulationen der Index—
O—Formulierung und der Index—1-Formulierung im Allgemeinen zu Ergebnissen fiihren,
die von der Losungsmannigfaltigkeit abweichen, das heifit zum numerischen ,,Drift—off*
fithren. Daher erweist es sich als sinnvoll, Regularisierungsmethoden bzw. Indexredukti-
onsmethoden zu betrachten.

Die erste betrachtete Kategorie waren Indexreduktionsmethoden mithilfe von Diffe-
rentiation. Die zweimalige Differentiation und anschlieBendes Ersetzen der Zwangsbe-
dingung fiihrt zu keinen brauchbaren Ergebnissen. Diese Methode kann implementiert
werden, indem ein ode—Solver verwendet wird, der fiir differential-algebraische Glei-
chungssysteme mit differentiellem Index 1 geeignet ist. Im Gegensatz dazu liefert die
Baumgarte-Methode fiir geeignete a und [ numerische Losungen, die keinen nume-
rischen ,,Drift—off* aufweisen und daher ist diese Methode zum Losen von differential—
algebraischen Gleichungssystemen geeignet. Bei dieser Methode besteht die Schwierigkeit
in der Wahl dieser beiden Parameter. Die Implementierung gestaltet sich sehr einfach, da
nur ein gewohnliches Differentialgleichungssystem gelost werden muss. Der Pantelides—
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Kapitel 7: Zusammenfassung

Algorithmus bleibt zwar auf der Losungsmannigfaltigkeit, allerdings werden bei dieser
Methode viele Gleichungen und Unbekannte erhalten. Die erhaltenen Gleichungen miis-
sen aufgrund des Auftretens von quadratischen Gleichungen mittels Fallunterscheidun-
gen in verschiedene Gleichungssysteme aufgeteilt werden. Daher ist die Implementierung
umsténdlich. Auflerdem werden bei einer anderen Wahl von MaxOrder und AbsTol bei
den Optionen des ode-Solvers andere Ergebnisse erhalten. Allerdings ist diese Metho-
de die einzige der hier vorgestellten, bei der der differentielle Index des differential-
algebraischen Gleichungssystems nicht im Vorhinein bekannt sein muss, da der Algorith-
mus von selbst abbricht, sobald das System Index 1 besitzt.

Die néchste Kategorie an Methoden sind Projektionsmethoden, wobei die orthogonale
Projektionsmethode und die symmetrische Projektionsmethode betrachtet wurden. Der
Nachteil der Projektionsmethoden ist, dass die Losungsmannigfaltigkeit erst gefunden
werden muss. Bei der orthogonalen Projektionsmethode muss die verwendete Projektion
so berechnet werden, dass sie orthogonal auf die Mannigfaltigkeit ist. Die orthogonale
Projektionsmethode hat leider fiir beide Fallbeispiele keine brauchbaren Resultate gelie-
fert. Die Implementierung dieser Methode verwendet ein explizites Euler—Verfahren. Im
Gegensatz zur orthogonalen Projektionsmethode ist die Norm der Geschwindigkeit bei
der symmetrischen Projektionsmethode beschriankt und die numerische Losung bleibt
auf der Losungsmannigfaltigkeit. Die Implementierung der symmetrischen Projektions-
methode lésst sich mithilfe der Trapezregel und einer while—Schleife umsetzen.

Die letzte Methode ist die (lokale) Zustandsraumtransformation. Bei den beiden Fallbei-
spielen kann der Zustandsraum sogar global transformiert werden. Eine globale Transfor-
mation kann das gegebene Gleichungssystem in ein gewohnliches Differentialgleichungs-
system, das eine wesentlich einfachere Struktur besitzt, umwandeln. Beim einfachen Pen-
del ist dieser Umstand eindeutig erkennbar, beim Doppelpendel ist trotz der komplexe-
ren Gleichungen das transformierte System dennoch das einfachste. Die Schwierigkeit
dieser Methode ist, die Losungsmannigfaltigkeit und eine geeignete Transformation der
Losungsmannigfaltigkeit, wenn moglich global, zu finden. In MATLAB kann das sehr
einfach implementiert werden mittels eines ode—Solvers.
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Ausblick

Es sind verschiedene Erweiterung zu dieser Arbeit denkbar:

Eine Verfeinerung einiger verwendeter Algorithmen der verschiedenen Methoden ist mog-
lich. So kann zum Beispiel beim Pantelides—Algorithmus ein eigener Solver implementiert
werden, da die Implementierung mit dem ode—Solver ode15i in MATLAB sehr umsténd-
lich ist und beim Doppelpendel der ode—Solver sogar abgebrochen werden muss. Weiters
kann bei der orthogonalen Projektionsmethode ein Solver héherer Ordnung verwendet
werden, um zu iiberpriifen, ob die Norm der Geschwindigkeit ebenfalls ansteigend ist
bzw. das qualitative Verhalten der numerischen Losung gleich bleibt.

Als weitere Aufgabenstellung kénnen die in dieser Arbeit vorgestellten Ansédtze an an-
deren Beispielen getestet werden, um genauer festzustellen, welche Methode fiir welche
Problemstellung geeignet ist. Die Methoden sollten (sofern es moglich ist) auch an Bei-
spielen, die nicht Index drei besitzen, getestet werden. Um die Methode mit lokaler
Zustandsraumtransformation besser auf die Probe stellen zu koénnen, ist es denkbar, ein
Beispiel zu wihlen, bei dem keine globale Transformation méglich ist.

Eine andere interessante Aufgabenstellung ist, die vorgestellten Methoden noch mit wei-
teren in der Literatur vorkommenden Methoden, die in dieser Arbeit nicht vorkommen,
zu vergleichen. Diese Methoden sind oft, &hnlich wie die Baumgarte-Methode, nur fiir
spezielle differential-algebraische Gleichungssysteme geeignet und kénnen daher nicht
fiir jede Problemstellung verwendet werden.

Eine weitere Erweiterung dieser Arbeit wire, die hier vorgestellten Methoden und deren
numerische Losung mit Simulatoren, die auf das Losen von differential-algebraischen
Gleichungssystemen spezialisiert sind, zu vergleichen.
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