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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die ebene axial�symmetrische kompressible turbulente
Strmung durch eine Vollabyrinthdichtung� Dabei wurde die Rotation des L�ufers vernach�
l�ssigt� Die Strmung wurde mit Turbulenzmodellen des Programmpaketes FIDAP ����
mit Hilfe der Methode der Finiten�Elemente simuliert� Die dabei auftretenden Probleme
der Netzerstellung
 das Rechenverfahren und die Lsungsstrategie werden diskutiert� Zur
Veri�zierung der Rechenergebnisse werden Me�ergebnisse an einer am Institut vorhanden
Einrichtung herangezogen� Die Abmessungen des zur Berechnung verwendeten Modelles ent�
sprechen der Dichtung am Pr�fstand�
Am Pr�fstand wurden bei dieser Dichtung Leckmassenstrme f�r Druckverh�ltnisse von
� � ���� ��� gemessen� Jenes konvergierende Modell
 welches den geringsten relativen Feh�
ler bezogen auf die Messung aufweist
 wurde zu einer Parameterstudie herangezogen� Dabei
wurden die Spaltweite
 die Dichtstreifenbreite und der Rotordurchmesser konstant gehal�
ten� Die Bauhhe und die Teilung wurden variiert� Mit den erhaltenen Ergebnissen wurden
dimensionslose Kennzahlen gebildet
 die durch Dimensionsanalyse erhalten wurden� Diese
sind in Diagrammen zusammengefa�t
 wobei sich teilweise optimale Geometrieverh�ltnis�
se ablesen lassen� Als optimales Verh�ltnis ist jenes de�niert
 bei dem sich ein minimaler
Leckmassenstrom ergibt� Weiters l��t sich mit den erhaltenen Ergebnissen die bestehende
Dichtung deutlich verbessern� Vor allem durch das Ver�ndern des Verh�ltnisses Spaltweite
zu Bauhhe kann der Leckmassenstrom beein�u�t werden�
Einleitend sind die bereits bekannten kostruktiven Ma�nahmen zur Erzielung einer opti�
malen Dichtwirkung �Geometrie� angef�hrt� Auch sind in dieser Arbeit in der Literatur
verwendete Verfahren zur Berechnung des Leckmassenstromes von Vollabyrinthdichtungen
aufgez�hlt� Es werden verschiedene Durch�u�beiwerte bzw� �funktionen zur Bestimmung des
Durch�usses verwendet� Dabei f�llt auf
 da� die meisten Durch�u�funktionen unabh�ngig
von der Dichtungsgeometrie sind� Zur Bewertung der Rechenverfahren wurden die berech�
neten mit den am Institut gemessenen Werte verglichen und als relativer Fehler dargestellt�
Dabei treten zum Teil erhebliche Abweichungen auf� Die Beiwerte wurden ineinander um�
gerechnet und in Tabellenform dargestellt�
Um die Problematik der Turbulenzmodellierung aufzuzeigen
 wurde die ebene station�re
inkompressible turbulente Strmung beschrieben und die daf�r notwendigen Gleichungen
�Reynoldsgleichungen� ausgehend von den Navier�Stokes�Gleichungen hergeleitet� Weiters
wird das h�u�g angewendete k�� Turbulenzmodell f�r eine solche Strmung erl�utert�
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Kapitel �

Einleitung und Aufgabenstellung

Im thermischen Turbomaschinenbau werden haupts�chlich ber�hrungsfreie Dichtungen �La�
byrinthdichtungen� eingesetzt� In Sonderf�llen werden auch andere Bauarten verwendet�
W�hrend des Betriebes der Turbomaschinen herrschen hohe Umfangsgeschwindigkeiten und
meistens auch hohe Temperaturen vor� Bei herkmmlichen ber�hrenden Dichtungen w�rden
daher gro�e Gleitgeschwindigkeiten auftreten� Mit dem Einsatz von ber�hrungsfreien Dich�
tungen werden die bei ber�hrenden Dichtungen notwendige Schmierung und auftretende
Reibungsverluste vermieden� Weiters kann die Dichtung unabh�ngig von der Betriebstem�
peratur gew�hlt werden� Diesen Vorteilen der ber�hrungsfreien Dichtungen stehen einige
Nachteile gegen�ber� Diese liegen in den zumeist hheren Investitionskosten gegen�ber den
Ber�hrungsdichtungen und der notwendigen Aufrechterhalterhaltung des kleinen Spiels zwi�
schen Stator und Rotor� Au�erdem sind diese Dichtungen auf Grund ihrer Wirkungsweise
nicht vollst�ndig dicht� Die Leckageverluste sind von einigen Ein�u�gr�en
 u�a� von der
Geometrie
 abh�ngig� Eine optimale Anordnung kann die Verluste deulich reduzieren
 wes�
halb der genauen Berechnung dieser Verluste besondere Aufmerksamkeit zukommen soll�
Durch die Verfeinerung der Auslegungs� und Wirtschaftlichkeitsberechnungen der heutigen
Zeit ist dieser Aufwand sicherlich gerechtfertigt�
Im Rahmen dieser Diplomarbeit soll zun�chst eine Literaturstudie bez�glich der kostrukti�
ven Ma�nahmen zur Erreichung einer optimalen Geometrie von Vollabyrinthen
 einer Grund�
form von Labyrinthdichtungen
 betrieben werden� F�r die Berechnung des Leckmassenstro�
mes solcher Dichtungen liegen verschiedene Durch�u�funktionen vor� Diese sollen aufgez�hlt

abgeleitet und beschrieben werden� Weiters sind die in den Funktionen auftretenden Durch�
�u�beiwerte ineinander umzurechnen�
F�r Vollabyrinthe sollen optimale Geometrieverh�ltnisse gefunden werden� Dazu sind durch
Dimensionsanalyse die die Strmung durch eine solche Dichtung kennzeichnenden Kennzah�
len herzuleiten� Zur Beschreibung der ebenen station�ren turbulenten kompressiblen Str�
mung steht ein nichtlineares Di�erentialgleichungssystem zur Verf�gung� Dieses System soll
mit Hilfe der Methode der Finiten�Elemente gelst werden� F�r die Berechnung steht dabei
das Programmpaket FIDAP ���� zur Verf�gung� Dieses Programmpaket bietet verschiedene
Kombinationen von Turbulenz� und Wirbelviskosit�tsmodellen an� Es sollen einige solcher
Kombinationen getestet und das Turbulenzmodell ermittelt werden
 das die geringsten Ab�
weichungen von am Pr�fstand ermittelten Durch�u�beiwerten einer bestimmten Geometrie
aufweist� Weiters sollen die Unterschiede der verwendeten Turbulenz� und Wirbelviskosi�
t�tsmodelle ausgearbeitet werden�
Die station�re inkompressible turbulente Strmung soll beschrieben werden� Au�erdem ist
das h�u�g verwendete k�� Modell f�r diese Strmung zu erl�utern�

�
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Geometrie von Labyrinthdichtungen

��� Arten von ber�hrungsfreien Dichtungen

W�hrend fr�her bei kleineren Umfangsgeschwindigkeiten noch als Stopfb�chsen bezeich�
nete Ber�hrungsdichtungen verwendet wurden
 werden heute haupts�chlich ber�hrungs�
freie Dichtungen eingesetzt ����� Nach Trutnovsky ���� unterscheidet man grunds�tzlich drei
Grundformen von ber�hrungsfreien Dichtungen�

� Spaltdichtung �glatter Spalt�

� Labyrinthspaltdichtung �Durchblicklabyrinth�

� Labyrinthdichtung �Vollabyrinth�

W�hrend der glatte Spalt �ber die ganze L�nge einen konstanten bzw� stetig ver�nderlichen
Durchla�querschnitt besitzt
 besteht das Labyrinth aus aufeinanderfolgenden weiten und
engen Querschnitten �Abbildung ����� Diese entstehen durch Ineinandergreifen der beiden
Turbomaschinenteile Welle �Rotor� und Geh�use �Stator�� Bei Labyrinthspaltdichtungen
stehen sich glatte und genutete Fl�chen derart gegen�ber
 da� nur noch kurze
 auf gleichem
Durchmesser angeordnete Spaltstrecken bestehen� Bei dieser Grundform wird noch zwischen
ein� und doppelseitiger Labyrinthspaltdichtung unterschieden�

Abbildung ���� Grundformen ber�hrungsfreier Dichtungen ����

Im Hinblick auf die Spaltanordnung unterscheidet man die axiale
 die radiale und eine
Kombination dieser beiden
 die axial�radial dichtende Bauart �Abbildung ����� Dabei sind
die axialen Bauarten weniger emp�ndlich gegen radiale Wellenausschl�ge und die radial
wirkenden Dichtungen unemp�ndlicher gegen axiale W�rmedehnungen der Welle�

�
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Abbildung ���� Bauarten ber�hrungsfreier Dichtungen ����

Mit welchen Konstruktionen der Turbomaschinenbau das Dichtungsproblem zu lsen ver�
sucht
 soll in Abbildung ��� dargestellt werden� Diese Abbildung zeigt verschiedene Kon�
struktionsbeispiele
 hat aber keinen Anspruch auf Vollst�ndigkeit�

Abbildung ���� Konstruktionsbeispiele von Dichtungen ����

��� Literatur�bersicht

Es wurde bereits viel Forschungsaufwand f�r die genaue Berechnung des Leckmassenstromes
betrieben� Dieser ist vom Gesamtdruckverh�ltnis �Austrittsdruck zu Eintrittsdruck�
 vom
thermodynamischen Zustand vor der Labyrinthdichtung und von der Geometrie abh�ngig�
Oft sind die Zust�nde vor und nach der Dichtstrecke bereits vorgegeben� Zur Minimie�
rung des Leckmassenstromes �h�u�g auch als Spaltmassenstrom oder L�ssigkeit bezeichnet�
bleibt somit nur noch die Variation der Geometrieparameter� Um die optimalen Parameter
zu �nden
 sind bisher aufwendige Versuche notwendig gewesen� Mit Hilfe der numerischen
Simulation soll der Aufwand wesentlich reduziert werden�
Winkler ���� gibt f�r Durchblickdichtungen an
 da� die Verkleinerung der Spaltweite in

�
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jedem Fall eine Verringerung des Leckmassenstromes bewirkt� Es ist jedoch aus Betriebssi�
cherheitsgr�nden wenig sinnvoll
 eine bestimmte Mindestspaltweite zu unterschreiten� Wei�
ters gibt Winkler an
 da� die Drosselung am wirksamsten ist
 wenn die Dichtstreifenbreite
unendlich klein ist
 d�h� je weniger der Strahl im Drosselspalt gef�hrt wird� Aus Festigkeits�
gr�nden m�ssen jedoch nach Winkler Breiten von mindestens ���mm verwendet werden �
Dies bezieht sich auf Druckdi�erenzen zwischen zwei Wirbelkammern von �bar� F�r hhere
Druckdi�erenzen m�ssen st�rkere Bleche verwendet werden� Da die gr�ten Druckunter�
schiede am Ende der Dichtung auftreten
 gen�gt es bei Hochdruckdichtungen die letzten
Bleche verst�rkt auszubilden� Eine mglichst scharfe Ausbildung der Drosselstegkanten ist
um so mehr anzustreben
 je kleiner die Spaltweite ist� Bei tats�chlich scharfkantigem Rand
lst sich der Strahl ab und schn�rt sich ein� Der Kontraktionsbeiwert
 der vom Verh�ltnis
Radius der Dichtspitze zu Spaltweite abh�ngt
 hat in diesem Fall seinen Kleinstwert� Diese
Erkenntnisse haben auch f�r Vollabyrinthe G�ltigkeit�
Hartmann ��� gibt ebenfalls eine Abh�ngigkeit der L�ssigkeit von der Geometrie �Abbil�
dung ���� an� Die ein�u�reichste Gr�e ist dabei die Spaltweite s� Die Spitzenbreite b ist
am wirkungsvollsten
 wenn sie unendlich klein ist �siehe auch Winkler�� Sie mu� daher bei
der Suche nach der optimalen Geometrie nicht ber�cksichtigt werden� Nach Hartmann sind
St�rken von ��������mm mglich� Weitere Angaben nach Hartmann sind nur f�r Durchblick�
labyrinthe g�ltig�

Abbildung ���� Abmessungen eines Vollabyrinthes

Trutnovsky ���� hat herausgefunden
 da� bereits eine relativ geringe �nderung der Ober�
��che vom glatten Spalt hin zu einer Labyrinthspaltdichtung eine starke Abnahme des
Leckmassenstromes bewirkt� Dabei spielt die Gr�enwahl der Teilung t eine wichtige Rolle�
Die g�nstigste Teilung ist jedoch meist kleiner als die im Turbomaschinenbau �blicherweise
gew�hlte�
Keller ���� hat mit Luft den Kontraktionsbeiwert � eines Leckstrahles im Dichtungsspalt f�r
verschiedene Spaltgr�en untersucht� Dabei wurden Messungen in den einzelnen Kammern
f�r verschiedene Bauformen durchgef�hrt� Der Kontraktionskoe�zient ist f�r unterschiedli�
che Spaltweiten
 wie oft f�lschlicherweise angenommen
 nicht konstant� Der Kontraktions�
koe�zient erreicht bei verh�ltnism��ig gro�em Spalt Werte von etwa � � ���
 bei kleinen
Spalten bis � � ���	� Mit anderen Worten
 die Strahleinschn�rung wird umso geringer
je kleiner die Spaltweite zwischen Dichtstreifen und Wandung ist� Die Strmung um eine
scharfkantigen Spaltkante w�rde nach theoretischen Berechnungen einen Kontraktionskoef�
�zienten � � ���� unabh�ngig von der Spaltweite s ergeben� In Wirklichkeit ist nun diese
Kante bei stark vergr�erter Betrachtung jedoch abgerundet� Bei Verkleinerung der Spalt�
weite auf praktisch vorkommende Werte wird die Abrundung relativ zur Spaltweite immer
gr�er und die Forderung nach einer absolut scharfen Kante ist nicht mehr erf�llt� Infol�
ge der endlichen Breite des Dichtungsstreifens entsteht an der Stelle der Strmung um die
Kante allm�hlich diejenige durch eine kleine D�se� Dabei wird die Einschn�rung kleiner und
der Kontraktionskoe�zient � geht �ber in den gr�eren D�senbeiwert�

�
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Martin ���� hat eine Durch�u�gleichung auf Basis der Rohrstrmung abgeleitet� Dann wur�
de der Widerstandsbeiwert 
 in Abh�ngigkeit von der Geometrie untersucht �
 ist bei gr�
�eren Reynoldszahlen unabh�ngig von der Reynoldszahl�� Zur Bestimmung der Funktion

 � f�s�a� mit t�a � konstant als Parameter wurden Durch�u�messungen f�r verschie�
dene Spaltdichtungen �auch f�r Vollabyrinthe� an einem ebenen Pr�fstand durchgef�hrt�
Dabei wurde die Bauhhe a konstant gehalten und die Spaltweite s variiert� Die Me�ergeb�
nisse lassen eine Bestimmung der optimalen Bauform zu� Martin de�niert diese als k�rzeste
Baul�nge bei gegebenen DurchmesserDRotor der abzudichtenden Welle
 gegebener L�ssigkeit
m sowie den gegebenen Zustandsgr�en vor und nach der Dichtstrecke� Die Vollabyrinth�

dichtung erreicht ihre g�nstigste Gr�e
 wenn ein Verh�ltnis von s�a � ���	 eingehalten
wird� Vollabyrinthe werden von Martin als optimale Bauform angegeben� Werden jedoch
sehr gro�e Verschiebbarkeiten in axialer Richtung bentigt
 so knnen andere Bauarten
�z�B Durchblicklabyrinthe� strmungstechnisch g�nstiger sein� Bei Verschiebungen �ndert
sich die Kammergeometrie und somit der Durch�u�beiwert� Die Auswahl der Bauform ist
au�erdem von konstruktiven
 fertigungs� und betriebssicherheitstechnischen Aspekten ab�
h�ngig�
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Kapitel �

Berechnung des Leckmassenstromes f�r

Vollabyrinthe

��� Aufgabenstellung

Die Problemstellung kann folgenderma�en de�niert werden ����� Gesucht ist der Leckmas�
senstrom m durch eine Folge von Drosselstellen der Anzahl z� Diese sollen einen Querschnitt
fSp besitzen
 der sich berechnen l��t zu�

fSp � Dm�s f�r s� Dm � �����

Dabei ist s die Spaltweite und Dm der mittlere Durchmesser der Dicht��che� Dieser errechnet
sich zu�

Dm �
DStator �DRotor

�
� �����

Die Abmessungen einer Labyrinthdichtung sind in Abbildung ��� dargestellt� Weiters ist der
Druck pk vor der k�ten Drosselstelle und der Druck danach pk�� eingetragen�

Abbildung ���� Abmessungen und Bezeichnungen

Eine Behandlung des Problems kann unter Anwendung der sogenannten Fannokurve �Ab�
bildung ���� erfolgen� Diese kann als der geometrische Ort aller Zustandspunkte im h�s
Diagramm de�niert werden
 die bei gegebenen Ausgangszustand und Leckmassenstrom in
einem Durchtrittsquerschnitt f mglich sind� Auf Grund der Massen� und Energiebilanz
kann man die Fannokurve angeben zu�

m

f
�

q
��he � h�

v
� konstant � �����

Dabei sch�tzt man zun�chst einen Wert von m und konstruiert f�r diesen mit dem gegebenen
Anfangszustand �Totalzustand� am Eintritt pe und ve die Fannokurve� Dabei ist pe der

�
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Eintrittsdruck und ve das spezi�sche Volumen vor dem Labyrinth� Als Querschnitt kommt
dabei nicht die geometrische Spalt��che aus Gl������
 sondern der Strahlquerschnitt f in
Frage� Dieser berechnet sich zu�

f � �fSp � �����

Dabei ist � die Durch�u�zahl� Im ersten Spalt expandiert das Medium von pe isentrop auf
den Druck p��� In der Wirbelkammer wird die kinetische Energie verwirbelt� Diese Verwir�
belung erfolgt entlang einer Isobaren �d�h p�� � p��
 bis der Ausgangszustand der Enthalpie
am Eintritt he wieder erreicht ist� Auf diese Weise gewinnt man die Zustands�nderungen
f�r jeden Spalt� Hat man nun m richtig gew�hlt
 so ergibt sich nach dem letzten Spalt der
vorgegebene Ausgangsdruck pa nach Abbildung ���� Tritt jedoch Schallgeschwindigkeit im
letzten Spalt auf
 so erreicht man den mit S gekennzeichneten Zustand
 worauf die weitere
Expansion bis pa erfolgt� St�t man nicht auf den Druck pa
 so ist das Verfahren solange zu
wiederholen
 bis sich eine der obigen �bereinstimmungen einstellt�

Abbildung ���� Fannokurve f�r unterkritisches und �berkritisches Verh�ltnis

In der Praxis ist ein Vorgehen nach dieser Methode sehr m�hsam� Au�erdem gibt es Ab�
weichungen der Zust�nde von dieser theoretischen Betrachtung� Deshalb versucht man
 den
Spaltmassenstrom m mittels einfacheren Rechenverfahren zu bestimmen�

��� Rechenverfahren

����� Theoretische Verfahren

������� Verfahren nach Stodola

Zun�chst soll der unterkritische Fall betrachtet werden� Stodola ���� n�hert die Durch�u��
geschwindigkeit c in jedem einzelnen Spalt nach der im kompressiblen Fall bei kleinem �p
g�ltigen Relation an�

c �
q
�v�p �����

�
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Dabei ist �p die Druckdi�erenz und v das spezi�sche Volumen� F�r den Spaltmassenstrom
erh�lt man dann mit Gl�������

m � f
c

v
� f

s
��p

v
�����

Nach einer einfachen Umformung der Gl������ und einer Multiplikation mit p auf beiden
Seiten erh�lt man die Form�

p�p �
pv

�

�
m

f

��
� �����

Nimmt man nun an
 da� die Eintrittsenthalpie vor jeder Drosselstelle gleich ist
 und setzt
pkvk � peve so ergibt sich f�r Gl�������

p�p �
peve
�

�
m

f

��
� �����

Summiert man �ber alle z Spalten
 so erh�lt man�

X
p�p �

zpeve
�

�
m

f

��
� �����

Ersetzt man den Summenausdruck aus Gl������ n�herungsweise durch ein Integral �
P
p �R

p
 �p� dp�
 so bekommt man�

peZ
pa

pdp �
p�e � p�a

�
�
zpeve
�

�
m

f

��
� ������

Aus dieser Gl������� l��t sich dann mit Gl������ der Spaltmassenstrom f�r unterkritische
Verh�ltnisse nach Stodola n�herungsweise berechnen zu�

m � �fSp

s
p�e � p�a
zpeve

� �

s
� � ��

z
fSp

s
pe
ve

� ������

Dabei ist das Gesamtdruckverh�ltnis � de�niert als Austritts� zu Eintrittsdruck�

� �
pa
pe

�
�

�
� ������

Stodola berechnet den Leckmassenstrom auch f�r den Fall
 da� im letzten Spalt Schall�
geschwindigkeit erreicht wird �dies ist nur im letzten Spalt mglich �� Dabei gilt f�r die
kritische Geschwindigkeit c��

c� �

s
�	

	� �
pz��vz�� � ������

Das kritische Verh�ltnis des spezi�schen Volumens lautet�

vz��
v�

�
�

�

	� �

� �

���

� ������
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F�r den Spaltmassenstrom aus Gl������ erh�lt man mit Gl������� und Gl��������

m � f
c

v
� f

s
�	

	� �
pz��vz��

�
�

���

� �
���

vz��

� f
�

�

	� �

� �

���

s
�	

	� �� �z 	
K

s
pz��
vz��

� fK

vuutp�z��
peve

� ������

Dabei ist 	 der Isentropenexponent und K eine Abk�rzung� F�r die ersten �z � �� Spalten
mu� Gl������� gelten� Nach Gleichsetzung mit Gl������� erh�lt man�

K

vuutp�z��
peve

�

vuut p�e � p�z��
�z � ��peve

� ������

Aus dieser Gleichung kann man pz�� berechnen zu�

p�z�� �
p�e

K��z � �� � �
� ������

Setzt man nun Gl������� in Gl������� ein
 so folgt�

m � fK

vuut p�e

K��z � �� � ��peve

� f

vuut �

z � �
K� � �

s
pe
ve

� ������

F�r einen Isentropenexponenten von 	 � ��� �z�B� Luft� erh�lt man im �berkritischen Fall
den Leckmassenstrom �K � ����� zu�

m � �

vuut �

z � �
K� � �

fSp

s
pe
ve

� �

s
�

z � ����
fSp

s
pe
ve

� ������

Die Konstante ���� ist bei gro�en Drosselstellenzahlen zu vernachl�ssigen� Hat die Strmung
ausgesprochenen D�sencharakter
 so wird in manchen F�llen � � � zu setzen sein ����� Damit
Schallgeschwindigkeit im letzten Spalt �berhaupt auftreten kann
 mu� gelten�

pa
pz��

� �krit � ������

Dabei ist �krit das kritische Druckverh�ltnis
 bei dem Schallgeschwindigkeit erreicht wird�
Dieses Druckverh�ltnis kann man schreiben zu�

�krit �
�

�

	� �

� �
���

� ������

Ist 	 � ���
 so wird das kritische Druckverh�ltnis �krit � ��	���� Durch Anwendung dieser
Gleichung in Gl������� erh�lt man�

� � �krit
�q

K��z � �� � �
�

����p
z � ����

� ������
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Ist diese Bedingung erf�llt
 so mu� die Gleichung f�r �berkritische Verh�ltnisse Gl������� an�
gewendet werden� Bei gegebenem Druckverh�ltnis � kann umgekehrt die Drosselstellenzahl
zkrit bestimmt werden
 bei der gerade Schallgeschwindigkeit auftritt�

zkrit �

�
�krit
�

�� � �

K
� � �

����

��
� ���� � ������

Die Stodolagleichungen ergeben in der Regel keine gro�en Fehler der Leckverluste� Sie sind
aber insofern unbefriedigend
 da der �bergang vom unterkritischen zum �berkritischen Ver�
h�ltnis nicht stetig verl�uft� Als Gr�enordnung des Einschn�rbeiwertes gibt Stodola � � ���
an�

������� Verfahren nach Egli

Egli ��� geht bei diesem Rechenverfahren von einer adiabaten Expansion durch eine D�se
aus� Die theoretische Aus�u�menge l��t nach der Gleichung von de Saint Venant berechnen
zu�

mth � ��thfSp

s
pe
ve

� ������

Dabei wird die Abk�rzung �th als Expansionszahl ���� bezeichnet� Diese l��t sich berechnen
zu�

�th �

s
�	

	 � �

�
�

�

� � �
���
�

�
mit � �

pa
pe

� ������

Diese Expansionszahl �th vergleicht Egli mit gemessenen Werten � einer scharfkantige M�n�
dung �!Blende� �	 � ����� Dabei erkennt er
 da� f�r Druckverh�ltnisse � � ��� die Werte
f�r D�se und Blende nahezu �bereinstimmen�

Abbildung ���� Expansionszahl einer D�se und einer scharfkantigen M�ndung

Die Strmung durch mehrere hintereinandergeschaltete Drosseln stellt eine Wiederholung
der Strmung durch eine scharfkantige M�ndung dar� F�r die L�ssigkeit eines vollkommenen
Labyrinthes gibt Egli eine �hnliche Gleichung wie f�r die einzelne Drosselstelle an� Diese hat
die Form�

m � ��fSp

s
pe
ve

� ������
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Egli leitet dann die dimensionslose Funktion � f�r mehrere Drosselstellen her� Dabei geht
er von der di�erentiellen Form der Energiegleichung f�r eine D�se aus�

�

�
dc� � �vdp � ������

F�r eine isentrope Expansion mit pv� � konstant erh�lt man Gl������� nach einmaliger
Integration zu�

c�

�
� pkvk

	

	� �



���

�
pk��
pk

����
�

�
A � ������

Dabei ist pk der Druck am D�seneintritt und pk�� der am D�senaustritt� Setzt man nun
den Ausdruck �p � pk�� � pk in das Druckverh�ltnis ein
 so bekommt man durch Reihen�
entwicklung�

�
pk��
pk

����
�

�

�
� �

�p

pk

����
�

� � �
	� �

	

�p

pk
� 	� �

�	�

�
�p

pk

��
� � � � � ������

Mit diesem Ausdruck in Gl������� eingesetzt erh�lt man�

c�

�
� �pkvk



BBB��p

pk
� �

�	

�
�p

pk

��
� �z 	� � � �

�
CCCA � ������

F�r Druckverh�ltnisse pk���pk � ��� und somit �p�pk � ��� kann der Term �ber der
geschwungenen Klammer vernachl�ssigt werden �f�r einen Isentropenexponenten 	 � ���
wird der Term kleiner als �������
 soda� man f�r Gl������� erh�lt�

c�

�
� �v�p � �vdp � ������

Die Kontinuit�tsgleichung f�r die D�se kann dann folgende Form angeschrieben werden�

m

f
�

c

v
�

k

� ������

Dabei ist v
�

k das spezi�sche Volumen nach der isentropen Expansion� Diese erh�lt man
durch die Zustandsgleichung pkvk

� � p
�

kv
�

k

�
� pk��v

�

k

�
bzw� nach einer Reihenentwicklung

und Vernachl�ssigung des Termes mit dem quadratischen Druckverh�ltnis �siehe Gl��������
zu�

v
�

k � vk



��� �

	

�p

pk
�
	� �

�	�

�
�p

pk

��
� � � �

�
A � vk

�
� � �

	

�p

pk

�
� ������

Alle Eingangszust�nde liegen auf einer Kurve gleicher Enthalpie� Man erh�lt daf�r die Be�
ziehung�

pkvk � pk��vk�� � konstant � ������

��
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Setzt man nun Gl������� und Gl������� in Gl������� ein
 so erh�lt man folgende Gleichung�

�
m

f

��
� � ��p

vk
�
�� �

�
�p
pk

� � � �pk�p

pkvk
�
�� �

�
�p
pk

� � ������

Die Gl������� soll nun in anderer Form geschrieben werden�

�
m

f

��
�

�x
�
�

m

f

��
�

	

�

pk

�
�p

�x

�
� � �pk

pkvk

�
�p

�x

�
� ������

Dabei ist �x ein Teil der Dichtungsstrecke� Falls nun die Zahl der Drosselstellen gen�gend
gro� ist
 kann man �p��x durch dp�dx ersetzen und die Gleichung������ integrieren�
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Integriert man nun diese Gleichung und setzt f�r �xa � xe���x � z ein
 so erh�lt man f�r
den Leckmassenstrom durch das Labyrinth�

m � �

vuut � � ��

z � �
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ln�� �z 	

�

fSp
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ve
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Egli hat herausgefunden
 da� sich mit der Konstanten ��	 � � vor ln� anstatt ��	 f�r
eine kleinere Zahl von Dichtstreifen die Gleichung besser an die graphische Lsung der
Fannokurve anpa�t� Bei gro�en Drosselstellenzahlen wird der logarithmische Term nahezu
bedeutungslos� W�rde er ganz vernachl�ssigt werden
 so kommt man auf die Gleichung nach
Stodola zur�ck� Die endg�ltige Gleichung f�r den Spaltmassenstrom nach Egli lautet dann�
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z � ln�
fSp

s
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� ������

������� Verfahren nach Kearton�Keh

Kearton�Keh ��� gehen von einer Strmung durch eine einzige Drosselstelle aus� Dabei soll
der Druck von p auf p�dp entspannen �dp ist negativ�� Das mittlere spezi�sche Volumen der
Expansion ist n�herungsweise v � dv��� Die Durch�u�geschwindigkeit c ist dann gegeben
durch den Ausdruck�

c �

vuut��
�
v �

dv

�

�
dp � ������

F�r eine isentrope Strmung durch die Drosselstelle erh�lt man f�r die Durch�u�gleichung�

m � f
c

v � dv
� f

r
��

�
v � dv

�

�
dp

v � dv
� ������

Als Vereinfachung wird eine isotherme Strmung angenommen� Messungen nach Winkler
���� und Martin ���� zeigen
 da� der Zustandsverlauf einer Entspannung durch Spaltstrecken

��
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durch eine Isenthalpe �dh � cpdT � ��
 also durch eine reine Drosselung beschrieben wer�
den kann� Damit gilt f�r kalorisch ideale Gase �cp � konstant� dT � �
 also isothermer
Zustandsverlauf� Man erh�lt dann�

�p � dp��v � dv� � pv � konstant � ������

F�r die Gl������� bekommt man mit Gl��������
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v � dv

�p� dp�dp

pv
�

vuut��� � dv
�v

� � dv
v

� � dp
p

pv
pdp � ������

Auf Grund von Gl������� ergibt sich�

dv

v
� �dp

p
� ������

Durch Anwendung dieses Verh�ltnisses in Gl������� kommt man zur Form�
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f
�

vuuut���� dp
�p

�� dp
p

� � dp
p

pv
pdp � ������

Setzt man anstelle von p den Eintrittsdruck vor einer Drossel pk und f�r p � dp den Aus�
trittsdruck pk�� ein
 so erh�lt man einen Ausdruck der Form�

� pdp �
p�k � p�k��

�
�
� � dp

�p

� � ������

Diesen Ausdruck wendet man in Gl������� an� Das ergibt eine Gleichung folgender Form�
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p�k � p�k��
RTe
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Dabei l��t sich die Funktion Fk durch Reihenentwicklung darstellen als�
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Werte f�r Fk sind in nachstehender Tabelle ��� angegeben�

pk���pk Fk

���� �������
���� �������
���� �������
���� �������
���� �������

Tabelle ���� Werte der Funktion Fk
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Es sollen nun die zwei F�lle des unterkritischen und �berkritischen Verh�ltnisses unterschie�
den werden� Im unterkritischen Fall soll die Gl������� �ber z Drosselstellen aufsummiert
werden� Man erh�lt dann�

m

f
�

s
Fm

p�e � p�a
zRTe

� ������

Abbildung ���� F als Funktion vom Druckverh�ltnis und Drosselstellenzahl

Dabei ist Fm eine gemittelte Funktion �ber alle Fk
 da diese unterschiedliche Werte auf
Grund unterschiedlicher Druckverh�ltnisse �k besitzen� Es l��t sich Fm ermitteln mit�

z

Fm

�
zX

k��

�

Fk

� ������

Auf Grund der geringen Abweichung zwischen dem berechneten Wert Fm und einem auf
das Gesamtdruckverh�ltnis basierenden Wert F 
 kann dieser f�r die Berechnung des Leck�
massenstromes verwendet werden� Kearton�Keh haben diese Funktion in einem Diagramm
f�r unterschiedliche Drosselzahlen und Druckverh�ltnisse dargestellt �Abbildung ����� Um
die Abweichungen der Praxis von den theoretischen Betrachtungen zu minimieren
 wird die
Durch�u�zahl �� eingef�hrt� Diese ist f�r den unterkritischen Fall konstant und hat nach
Untersuchungen von Kearton�Keh den Wert �� � ������ F�r die Durch�u�gleichung in
diesem Fall ergibt sich dann�

m � ��fSp
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Kearton�Keh berechnen auch den Fall
 da� das Druckverh�lnis der letzten Stufe �berkritisch
ist� Es mu� dann das Druckverh�ltnis der vorletzten Drosselstelle unterkritisch sein� Es ergibt

��
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sich dann f�r Luft mit pz � ��	���pz�� �
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�����pz��p
RTe
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F�hrt man nun die Durch�u�zahl f�r die letzte Stufe �� ein
 so erh�lt man�
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��fSp
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RTe
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Quadriert man Gl�������
 so erh�lt man daf�r�
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F�r die ersten �z � �� Drosselstellen mu� gelten�
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RTe
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Setzt man nun f�r � m�fSp�� aus Gl������� in Gl������� ein
 so bekommt f�r das Verh�ltnis
von Eintrittsdruck zu Druck der vorletzten Stufe�

pe
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s
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������z � ��

F
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��

��
� ������

Dieses Druckverh�ltnis wurde basierend auf experimentell ermittelten Aus�u��Koe�zienten
f�r verschiedene Anzahlen von Drosselstellen dargestellt �Tabelle ����� F�r den Leckmassen�
strom bei �berkritischem Verh�ltnis erh�lt man dann�
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Dabei ist die Durch�u�zahl �� aus Abbildung ��� zu entnehmen�

z pe�pz�� �z�krit �z�krit
� ���� ���� �����
� ���� ���� �����
�� ���� ���� �����
�� ���� ���� �����
�� ���� ���� �����
�� ���� ���� �����
�� ���� ���� �����
�� ���� ���� �����
�� ���� ���� �����
�� ���� ���� �����
�� ���� ���� �����
�� ���� ���� �����

Tabelle ���� Kritisches Gesamtdruckverh�ltnis verschiedener Drosselstellenzahlen
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Abbildung ���� Durch�u�zahl �� der letzten Drosselstelle bei �berkritischem Verh�ltnis

Das Vorgehen zur Berechnung des Leckmassenstromes bei gegebenem Druckverh�ltnis und
Drosselstellenzahl soll nun kurz erl�utert werden� Zuerst mu� anhand von Tabelle ��� �ber�
pr�ft werden
 ob das Gesamtdruckverh�ltnis gr�er als das kritische ist� Ist dies der Fall
 so
ist Gl������� anzuwenden� Der Durch�u�beiwert �� ist dann aus Abbildung ��� zu ermitteln
und in die Durch�u�gleichung einzusetzen�
Ist die Anordnung unterkritisch
 so ist Gl������� anzuwenden� Die Funktion F ist dabei aus
Abbildung ��� zu entnehmen�

����� Halbempirische Verfahren

������� Verfahren nach Bartosch

Auch Bartosch ���� geht bei seinen Berechnungen vom Durch�u� durch eine einzige Dros�
selstelle aus� Bartosch schreibt dabei f�r die Durch�u�menge folgende Gleichung an�
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Dabei wird � als Aus�u�exponent ���� bezeichnet� Dieser ist zwar eine Funktion vom Druck�
verh�ltnis �k und von 	
 ist aber wenig ver�nderlich und wird daher mit � � ���� als
konstant angenommen� Der Index k steht f�r einen Ort vor und k � � f�r einen Ort nach
einer Drosselstelle im Labyrinth� Durch Umformung f�r �k��� kann man schreiben�
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�
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�

k �
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k � �k�k
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F�r die Druckdi�erenz vor und nach einer Drosselstelle ergibt sich dann aus Gl��������
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pkvk
�
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Die Anschreibung f�r z Drosselstellen erh�lt man durch Aufsummierung und Einf�hrung
eines gemittelten Faktors �m zu�

pe � pa �
peve
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Dabei l��t sich der mittlere Faktor �m anschreiben zu�

�m � �m
�
�
� �

� � �
�
z �

�
�
� �
�� � ������

F�r typische Druckverh�ltnisse in Labyrinthen mit z � � kann �m � � gesetzt werden� F�r
die Abk�rzung �m erh�lt man nach Einsetzen von � � ���� und des Isentropenexponenten
	 � ����

�m � �
�

��
����
���

� �

�� � ��	���� � � � ������

Bartosch f�hrt nun den Druckabfall in der letzten Stufe ein� Dieser ist de�niert als�

�p �
pz��
pz

� � �
�

�z
� � � ������

Der Druck pz entspricht dabei dem Ausgangsdruck pa� Den Druckabfall stellt er als Funktion
des Gesamtdruckverh�ltnisses � und der Drosselstellenanzahl z in Abbildung ��� dar� F�r
die Durch�u�gleichung des Labyrinthes erh�lt Bartosch dann die Form�
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In Abbildung ��� ist das Druckverh�ltnis �z in der letzten Stufe in Abh�ngigkeit vom Ge�
samtdruckverh�ltnis � und der Drosselzahl z dargestellt� Dabei kann man erkennen
 bei
welchem Gesamtdruckverh�ltnis bei gegebener Drosselzahl Schallgeschwindigkeit erreicht
wird� F�r die Durch�u�zahl � verwendet Bartosch Werte nach Trojanovskij �����

Abbildung ���� Druckabfall im letzten Spalt �p

��
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Abbildung ���� Druckverh�ltnis im letzten Spalt �z

������� Verfahren nach Traupel

Die experimentellen Beobachtungen und die Methode der Fannokurve zeigen beim Vergleich
Abweichungen ����� Diese beruhen darauf
 da� der Durch�u�beiwert � nicht eine von der
Geometrie der Anordnung gegebene Konstante ist
 sondern vom Verh�ltnis des Druckes
vor und nach dem Spalt abh�ngig ist� Insbesondere wird � gr�er
 wenn das Druckver�
h�ltnis �ber das Schalldruckverh�ltnis gesteigert wird� Theoretisch k�me es bei Erreichen
der Schallgschwindigkeit bei gegebenem Druck vor dem Spalt zu keiner Durch�u�vergr�
�erung� Auf Grund der Erhhung des Durch�u�beiwertes � bei weiterer Absenkung des
Gegendruckes nimmt der Durch�u� jedoch zu� Um nun die Ver�nderlichkeit des Durch�u��
beiwertes zu ber�cksichtigen
 verallgemeinert man die Methode der Fannokurve� Dazu mu�
f�r jedes � eine Fannokurve gezeichnet werden� Man verpackt nun diesen Beiwert in eine
vom Druckverh�ltnis und Spaltanzahl z abh�ngigen Durch�u�funktion �
 und erh�lt so eine
allgemeine Form des Spaltmassenstromes zu�

m � �TraupelfSp

s
pe
ve

� ������

Man mu� die Funktion � �nden
 welche von zwei Variablen abh�ngig ist� Der Nachteil liegt
darin
 da� sie nur f�r eine bestimmte Geometrie G�ltigkeit besitzt� F�r einige wenige F�lle
besteht die Mglichkeit der theoretischen Berechnung
 im allgemeinen sind aber Versuche
notwendig
 um diese Funktion darzustellen� Im nachfolgenden Schaubild Abbildung ��� soll
die Funktion �Traupel f�r eine der Voll�Labyrinthdichtung �hnliche Dichtung �Kamm�Nut�
Dichtung� dargestellt werden� Die Durch�u�funktion wurde f�r 	 � ��� berechnet� F�r
	 � ��� m��te der Durch�u� durch eine einzige Drosselstelle um �� erhht werden� Der
Fehler bei der Berechnung des Spaltmassenstromes wird aber mit steigender Spaltanzahl z

��
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kleiner und verschwindet nahezu bei z � � ����� Steigt z �ber den im Diagramm hchsten
Wert z � �� an
 so ver�ndert sich � proportional zu ��

p
z� Dies geht auch aus der Gleichung

von Stodola f�r unterkritische Verh�ltnisse hervor�

Abbildung ���� Durch�u�funktion �Traupel

������� Verfahren nach Snow�Zabriskie�Sternlicht�Manning

Bei diesem Verfahren wird ebenfalls von einer Strmung durch eine Drossel�nung aus�
gegangen ����� Dabei wird eine gleiche Durch�u�zahl
 gleiche Eintrittsenthalpien f�r alle
Drosselstellen
 konstante Querschnitte und pv � konstant angenommen� Die Durch�u�glei�
chung f�r eine Drossel�nung wird in nachfolgender Form angeschrieben�
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Nach dem Kontinuit�tsgesetz mu� mk � mk�� gelten� Man kann daher schreiben�
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Weiters soll f�r die Zust�nde gelten�
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Die Gl������� erh�lt dann mit Gl������� die Form�
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Mit dieser Gleichung wird ein Diagramm entwickelt
 mit dem man vom Druckverh�ltnis
einer Drosselstelle auf das Druckverh�ltnis der n�chsten Drosselstelle gelangt� Beruhend

��
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auf diesem Verfahren wird ein Diagramm f�r eine dimensionslose Durch�u�menge �Snow

�Abbildung ���� f�r 	 � ��� dargestellt�

Abbildung ���� Durch�u�funktion �Snow

Die Gleichung zur Berechnung des Leckmassenstromes lautet f�r dieses Verfahren�

m � ��SnowfSp

s
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Bei �berkritischen Verh�ltnissen werden f�r die Durch�u�zahl � Werte nach Robinson ����
verwendet�

����� Empirische Verfahren

������� Verfahren nach Martin

Martin ���� geht bei der Berechnung des Leckmassenstromes von einer Spaltstrecke mit
einem Widerstandsbeiwert 
 aus� Dieser soll �ber die ganze Strecke konstant sein
 womit
der Ein�u� der Einlaufstrecke vernachl�ssigt wird� Weiters soll mit gemittelten Gr�en in
den jeweiligen Querschnitten gerechnet werden
 die in Hauptstrmungsrichtung ver�nderlich
sind� Ausgehend von der Di�erentialgleichung in x�Richtung f�r die station�re turbulente
Strmung in waagrechten Rohren bzw� Spaltstrecken mit konstantem Querschnitt soll die
Durch�u�gleichung hergeleitet werden�

cdc � ��


dp � 


c�

�

dl

dh
� ������

Dabei ist c die mittlere Durch�u�geschwindigkeit
 l die Dichtstrecke
 
 der Widerstandbei�
wert und dh der hydraulische Durchmesser� Dieser l��t sich f�r das Labyrinth schreiben
zu�
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�A

U
�

��Dms

�Dm�
� �s � ������
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Dabei ist A die Querschnitts��che und U der Umfang� F�r eine konstante Massenstrom�
dichte mu� gelten�

m

fSp
� c � cee � konstant � ������

Nach Di�erentiation dieser Gleichung erh�lt man dann�

dc

c
� �d


� konstant � ������

Durch Multiplikation der Gl������� mit ��c� und Einsetzen der Gl������� erh�lt man die
Form�
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Quadriert man nun Gl�������
 so folgt�

c� �
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� ������

Aus der Zustandsgleichung f�r ideale Gase folgt bei isothermer Strmung �Versuche nach
Winkler ���� und Martin ���� des Zustandsverlaufes einer Entspannung durch Spaltstrecken
zeigten
 da� dieser mit gen�gender Genauigkeit als reine Drosselung beschrieben werden
kann��
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Setzt man nun Gl������� und Gl������� in Gl������� ein
 so ergibt sich�
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Integriert man nun �ber die Dichtstrecke l und �ber pe bis pa
 so erh�lt man mit Gl����

� ln pa � ln pe � ln
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Mit Gl������� erh�lt man f�r obige Gleichung�
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Durch Au�sung nach m erh�lt man dann f�r die Durch�u�gleichung�
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Setzt man nun noch f�r den hydraulischen Durchmesser dh � �s und f�r die Dichtungsl�nge
l � tz �t �Teilung� ein
 so ergibt sich f�r den Leckmassenstrom�
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In dieser Gleichung ist somit nur der Widerstandsbeiwert 
 unbekannt� Die Gleichung ist
g�ltig f�r unterkritische Verh�ltnisse �Schallgeschwindigkeit wird nicht erreicht��Martin hat
nun 
 in Abh�ngigkeit der Geometrieparametern a
 s und t untersucht� Um dimensionslo�
se Verh�ltnisse zu verwenden und geometrisch �hnliche Dichtungen vergleichen zu knnen

hat er die relative Spaltweite s�a und die relative Teilung t�a eingef�hrt� Da aber die re�
lative Teilung nur geringen Ein�u� hat
 ist es empfehlenswert
 den Widerstansbeiwert 

in Abh�ngigkeit der relative Spaltweite darzustellen� Zur Bestimmung der quantitativen
Funktion 
 � f	s�a
 mit t�a � konstant wurden die Widerstandsbeiwerte 
 �ber Durch�u��
messungen f�r verschiedene Dichtungsbauarten ermittelt� Danach wurde f�r einen Bereich
von ���� � s�a � ���� die Me�werte von 
 durch eine Funktion in Abh�ngigkeit der Geo�
metrieparameter angen�hert �Abbildung ������ Die Gleichung f�r 
 in diesem Bereich hat
dann die Form�


 � ����� �
q
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Abbildung ����� Widerstandsbeiwert 
 als Funktion der relativen Spaltweite

F�r ein Vollabyrinth gibt Martin nach dem Einsetzen von Gl������� in Gl������� und Ver�
nachl�ssigung des logarithmischen Gliedes �g�ltig f�r gro�e Druckverh�ltnisse und Drossel�
stellenzahlen� folgende empirische Durch�u�gleichung an�
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�� Berechnung des Leckmassenstromes f�r Vollabyrinthe ��� Rechenverfahren

Wie man leicht aus Abbildung ���� erkennen kann
 kommt die Dichtung dann zur vollen
Wirkung
 wenn ein Verh�ltnis von Spaltweite zu Bauhhe von s�a � ���	 eingehalten wird�

������� Berechnung mit dem Durch�ubeiwert CD

Eine weitere Mglichkeit zur Beschreibung der Labyrinthstrmung besteht darin
 diese mit
einer isentropen D�senstrmung bei gleichem Druckverh�ltnis zu vergleichen �������� Dazu
wird der dimensionslose Durch�u�beiwert CD bestimmt� Dieser Beiwert ist de�niert als�

CD �
mgemessen

mideal
� ������

Dabei sind mgemessen der gemessene Spaltstrom am Pr�fstand und mideal der Massenstrom
durch eine ideale D�se� Der ideale Massenstrom berechnet sich zu�

mideal �
QidealpefSpp

Te
� ������

Dabei ist Te die gegebene Eintrittstemperatur� Die Gr�e Qideal wird als reduzierter Volu�
menstrom bezeichnet� F�r unterkritische Verh�ltnisse erh�lt man Qideal zu�
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Dabei ist die Qideal streng genommen kein Volumenstrom �Einheit�
 da sie aber nur von
der Gaskonstante R
 dem Isentropenexponenten 	 und dem Druckverh�ltnis � abh�ngig ist

bietet sie sich als Rechengr�e an� Als Abk�rzung wird auch die Expansionszahl �th ����
verwendet� Diese ist de�niert als�

�th �

s
�	

	� �
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�
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���
�

�
�
p
R Qideal � ������

Beim Erreichen des kritischen Druckverh�ltnisses �krit wird am Austritt der D�se Schall�
geschwindigkeit erreicht� F�r �berkritische Druckverh�ltnisse mu� das kritische Verh�ltnis
�krit der D�se in Gl������� eingesetzt werden� Dieses ergibt f�r einen Isentropenexponenten
von 	 � ����

�krit �
�

�

	� �

� �
���

� ��	��� � ������

Der Durch�u�beiwert mu� nun versuchsm��ig ermittelt werden� Danach kann man den
Spaltmassenstrom bei bekanntem CD�Wert berechnen zu�
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Der Verlauf der Expansionszahl �th ist in Abbildung ���� dargestellt�
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�� Berechnung des Leckmassenstromes f�r Vollabyrinthe ��� Gegen�berstellung

Abbildung ����� Expansionszahl �th als Funktion des Druckverh�ltnisses

��� Gegen�berstellung

Die vorher beschriebenen Rechenverfahren sind in der Tabelle ��� gegen�bergestellt� Die
Formeln haben G�ltigkeit f�r einen Isentropenexponenten von 	 � ��� �z�B Luft�� Sollten
Leckmassenstrme f�r andere Medien berechnet werden
 so ist beim jeweiligen Verfahren
nachzuschlagen� Die Bemerkungen beinhalten Einschr�nkungen f�r die G�ltigkeit der Glei�
chungen
 bzw� die Nummern der Abbildungen und Tabellen zur Bestimmung zugehriger
Funktionen�
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q
����pfSp

q
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ve

nicht bekannt �m � �
 �p aus Abb����

CD CD�thfSp
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CD�thfSp
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CD durch Versuche

Martin �M
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nicht mglich �M aus Gl�������
 ���� � s�a � ����

Tabelle ���� Gegen�berstellung der Durch�u�gleichungen
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�� Berechnung des Leckmassenstromes f�r Vollabyrinthe ��� Beispiel

��� Beispiel

Anhand eines praktischen Beispiels sollen die einzelnen Durch�u�gleichungen dargestellt
werden� Die Angaben der Geometrie sollen dem untersuchten Vollabyrinth am Institut ent�
sprechen� Diese Dichtung hat bei einer Drosselstellenzahl z � �� eine Spaltweite s � ��	mm
und die Bauhhe a � ���mm� Die Teilung ist mit t � ���mm und die Dichtstreifenbreite
mit b � ���mm vorgegeben�

Abbildung ����� Vergleich der Durch�u�funktionen

Abbildung ����� Relativer Fehler der Durch�u�funktionen

��



�� Berechnung des Leckmassenstromes f�r Vollabyrinthe ��� Umrechnungen

Der Vergleich soll f�r Druckverh�ltnisse von � � ���� ��� erfolgen� Die jeweils verwendeten
Durch�u�zahlen � sind in Tabelle ��� dargestellt�

Stodola ���� Egli ��� Bartosch ���� Snow Kearton ���
��� ��� ��� ��� �����

Tabelle ���� Verwendete Durch�u�zahlen

In der Abbildung ���� ist die Durch�u�funktion � �ber dem Druckverh�lnis f�r die ver�
schiedenen Verfahren aufgetragen� Dabei wurde von der allgemeinen Form der Durch�u��
gleichung
 wie sie Traupel angibt
 ausgegangen�

m � �fSp

s
pe
ve

� ������

Wie man aus Abbildung ���� erkennen kann
 pa�t sich das Verfahren nach Kearton�Keh
sehr gut an die Kurve der gemessenen Durch�u�funktion an� Das bedeutet auch
 da� der
Durch�u�beiwert � � ����� f�r Vollabyrinthe gute N�herungen liefert und andererseits der
von Stodola angegebene Wert von � � ��� nicht entspricht�
Das Verfahren nach Martin zeigt sehr gro�e Abweichungen von der Messung� Der Grund da�
f�r knnte in der ebenen Versuchseinrichtung von Martin liegen
 mit der die Durch�u�funk�
tion ermittelt wurde� Au�erdem wurde von ihm ein Labyrinth mit der Bauhhe a � ���mm
bei Variation der Spaltweite untersucht� Weiters wurde der logarithmische Term vernach�
l�ssigt�
Zur Veranschaulichung der Abweichungen der Berechnungen von der Messung werden in
Abbildung ���� die relativen Fehler der einzelnen Verfahren in Bezug auf die Messung auf�
getragen�

��� Umrechnungen

In nachstehender Tabelle ��� sind die Verh�ltnisse von den Leckmassenstrmen in den Spal�
ten �"nach"� zu den Leckmassenstrmen in den Zeilen �"von"� dargestellt� Hat man die Durch�
�u�menge mit einer der oben angef�hrten Verfahren bestimmt
 so kann eine Umrechnung auf
ein anderes Verfahren und Vergleiche der unterschiedlichen Verfahren durchgef�hrt werden�
Es gibt zwei Mglichkeiten diese Umrechnungstabelle zu verwenden�

�� Man hat den Leckmassenstrom und die notwendigen Parameter f�r die Bestimmung
eines bestimmten Durch�u�beiwertes A experimentell ermittelt� Soll der Durch�u��
beiwert B eines anderen Verfahrens ermittelt werden
 so ist das Verh�ltnis mB� mA an
der jeweiligen Matrixstelle � zu setzen� Durch Einsetzen der Faktoren aus den zugeh�
rigen Diagrammen und Tabellen kann so der gew�nschte Durch�u�beiwert berechnet
werden� Damit knnen die meist vorhandenen Abweichungen der theoretischen Durch�
�u�beiwerte verschiedener Verfahren mit der Messung durchgef�hrt werden�

�� Man hat den Leckmassenstrom und die daf�r notwendigen Parameter mit einem be�
stimmten Verfahren A berechnet� W�re der Leckmassenstrom mit einem Verfahren B
berechnet worden
 so w�re dieser mit dem Term in der zugehrigen Matrixstelle zu
multiplizieren� Auf diese Weise knnen Unterschiede der Rechenverfahren dargestellt
werden�
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�� Berechnung des Leckmassenstromes f�r Vollabyrinthe ��� Umrechnungen

von mA � nach mB � Stodola Kearton Egli Traupel
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Tabelle ���� Umrechnung der Durch�u�gleichungen
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Kapitel �

Dimensionsanalyse

��� Fluiddynamische 	hnlichkeit

Jede Strmung ist durch dimensionslose Kennzahlen charakterisiert ���� Ganz allgemein ge�
hren zu jedem technischen oder physikalischen Vorgang entsprechende Kennzahlen� Die
Dimensionsanalyse bietet die Mglichkeit
 diese Kennzahlen zu ermitteln� Liegt f�r das
betrachtete Problem bereits eine mathematische Formulierung etwa in Form einer Di�eren�
tialgleichung oder algebraischen Gleichung vor
 so ergeben sich die Kennzahlen
 wenn man
in diese Gleichungen dimensionslose Gr�en einf�hrt� Im Falle der Strmung sind Di�eren�
tialgleichungen �Navier�Stokes�Gleichungen� vorhanden� Hier soll nur die f�r die x�Richtung
g�ltige Gleichung ohne der Massenkraft behandelt werden�
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�y
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�
�



�
��u

�x�
�
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�y�

�
Impuls in x�Richtung �����

Nun m�ssen dimensionslose Gr�en eingef�hrt werden� Diese sollen die gleiche Variablenbe�
zeichung mit einem zus�tzlichen Index besitzen� F�r die in den Navier�Stokes�Gleichungen
vorkommenden Gr�en erh�lt man dann�
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Dabei sind U 
 V 
 l und �p geeignete Bezugsgr�en� Setzt man nun diese Gr�en in die
Navier�Stokes�Gleichungen ein
 so erh�lt man die Form �����
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Multipliziert man nun mit l�U�
 so bekommt f�r Gl�������
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�� Dimensionsanalyse ��� Das
Q

�Theorem von Buckingham

Bei geometrisch �hnlichen Berandungen sind zwei inkompressible Strmungen mechanisch
�hnlich
 wenn �

Ul
gleich ist� Es mu� dann auch �p

�U� gleich sein� Das bedeutet dann
 da�
beide Strmungsprobleme dieselbe Di�erentialgleichung in dimensionsloser Form besitzen�
Aus dem Ausdruck �ber der Klammer I l��t sich die sogenannte Eulerzahl ���� bestimmen�
Diese ist de�niert als�

cp �
��p

U�
� �����

Der Ausdruck �ber der Klammer II ist der Kehrwert der sogenannten Reynoldszahl� Diese
ist de�niert als�

Re �
Ul

�
� �����

Erweitert man die Reynoldszahl im Z�hler und im Nenner mit U 
 so erh�lt man folgende
Form�

Re �
Ul

�
�
U�

�U

l

�
Tr�agheitskraft�Impulsstrom�

Reibungskraft�Z�ahigkeitskraft�
� �����

Re � �� Die Tr�gheitskraft ist gering
 die Z�higkeitskraft ist dominant �z�B�
Nebel��
Re�	� Der Reibungsein�u� ist bedeutungslos �er spielt nur in Wandn�he eine
Rolle��

��� Das Q�Theorem von Buckingham

F�r eine physikalische Gr�e p� in Abh�ngigkeit anderer Gr�en
 kann man schreiben �����

p� � f�p�� p� � � � pn� � �����

oder in impliziter Form�

F �p�� p�� p� � � � pn� � � � �����

Die n Gr�en sind mit m Basiseinheiten �z�B m
 kg
 s� miteinander verkn�pft� Diese Ab�
h�ngigkeit kann in der Form von �n �m� dimensionslosen Kombinationen

Q
�
 � � � 


Q
n�m

�Kennzahlen� der urspr�nglichen Gr�en dargestellt werden�

F �
Y

�

Y
�
� � �
Y

n�m� � � � ������

Es wird angenommen
 da� die Strmung durch eine Labyrinthdichtung von den folgenden
pn Parametern abh�ngig ist�

� Dichte 

� Viskosit�t �

� Geschwindigkeit u

� Winkelgeschwindigkeit �

��



�� Dimensionsanalyse ��� Das
Q

�Theorem von Buckingham

� Eintrittsdruck pe

� Austrittsdruck pa

� Spaltweite s

� Bauhhe a

� Dichtstreifenbreite b

� Teilung t

� Dichtungsl�nge l

Weiters m��te der Ein�u� der W�rme in der Parameterliste auftreten� Dieser knnte mit
dem Isentropenexponenten 	 ber�cksichtigt werden� Diese Gr�e ist aber bereits dimensi�
onslos
 soda� sie nicht mehr zur dimensionslosen Kennzahlenbildung bentigt wird�
F�r Gr�en mit gleichen Einheiten �z�B� Spaltweite und Bauhhe� lassen sich sofort di�
mensionslose Kennzahlen anschreiben� Diese sind das Druckverh�ltnis � � pa�pe und die
Geometrieverh�ltnisse z � l�t
 s�a
 s�b und s�t�
In die Dimensionsmatrix m�ssen jeweils eine Druck� und L�ngengr�e sowie die �brigen Gr�
�en eingetragen werden �Tabelle ����� F�r die Basisgr�en stehen L �L�nge�
 M �Masse�
und T �Zeit��

 � u pe � s

L �� �� � �� � �
M � � � � � �
T � �� �� �� �� �

Tabelle ���� Dimensionsmatrix

Da sich die Einheiten der elf Gr�en aus drei Basiseinheiten zusammensetzen
 mu� sich nach
dem

Q
�Theorem die Labyrinthstrmung durch eine Abh�ngigkeit von �� � � � � �Anzahl

der Gr�en n � Anzahl der Einheiten m ! Anzahl der Kennzahlen� Kennzahlen beschreiben
lassen� F�nf Kennzahlen sind bereits gefunden worden� Die weiteren drei Kombinationen
haben die Form� Y

i
� �i��iu�ip�ie �

�is�i f�r i � �� �� � � ������

Diese Kombinationen m�ssen dimensionslos sein� Daher mu� f�r jede Basiseinheit die Sum�
me der Exponenten Null ergeben� F�r die Labyrinthstrmung ergibt sich dann folgendes
Gleichungssystem�

���� ���� � �� � � Exponenten von m ������

�� � � � � � Exponenten von kg ������

� ��� � ���� � � Exponenten von s ������

Die drei Lsungen �ndet man
 indem ebensoviele Unbekannte willk�rlich vorgegeben werden�
Man erh�lt dann ein inhomogenes lineares Gleichungssystem
 das in �blicher Weise aufgelst
werden kann ���� F�r das erste dimensionslose Produkt soll folgenderma�en vorgegangen
werden�

��



�� Dimensionsanalyse ��� Das
Q

�Theorem von Buckingham

�� Wahl� � � �
 � � � � ��
F�r das obige Gleichungssystem erh�lt man mit dieser Wahl�

������� � � ������

��� ��� ������

���� � � ������

Mit diesen Gleichungen erh�lt man� � � ��
 � � � und � � ��� Das zugehrige
dimensionslose Produkt lautet dann�

Y
�
�
p�e�

�

�u�
� ������

Dieses Produkt ist keine g�ngige Kennzahl� Nach Bildung des Kehrwertes dieses Pro�
duktes und einer Division durch den dimensionslosen Isentropenexponenten 	 erh�lt
man das Quadrat einer g�ngigen Gr�e
 der sogenannten Machzahl Ma ��������

Ma� �
u�

	p
�
u�

c�
� ������

�� Wahl� � � �
 � � � � ��
Mit diesen Werten erh�lt man folgendes lineares Gleichungssystem�

������� �� ������

��� �� ������

���� �� ������

Aus diesem System kann man sich die abh�ngigen Exponenten berechnen zu� � � ��

� � � und � � ��� Die dazugehrige Kennzahl hat dann die Form�

Y
�
�
����

�u�
� ������

Aus diesem Produkt l��t sich durch Erweitern um eine L�ngengr�e ein dimensionslo�
ses Produkt bestehend aus einer Reynoldszahl und einem Geschwindigkeitsverh�ltnis
bilden� Da die Reynoldszahl selbst als dimensionsloses Produkt verwendet wird
 soll
hier nur das Geschwindigkeitsverh�ltnis folgender Form �Umfangsgeschwindigkeit des
Rotors zu Axialgeschwindigkeit des Mediums am Eintritt� angef�hrt werden�

Y
�
�
RRotor�

u
� ������

�� Wahl� � � �
 � � � � ��
Mit diesen Werten erh�lt man folgendes lineares Gleichungssystem�
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�� Dimensionsanalyse ��� Eliminationsverfahren

Aus diesem System kann man sich die abh�ngigen Exponenten berechnen zu� � � �

� � �� und � � �� Die dazugehrige Kennzahl hat dann die Form�

Y
�
�
�u�s�

��
� ������

Nach einer Multiplikation mit �
 erh�lt man die als Reynoldszahl ��� bekannte Kenn�
zahl�

Re �
u�s

�
�
udh
�

� ������

F�r die Strmung durch das Labyrinth ergibt sich somit folgender Zusammenhang�

F �Ma�R��u�Re� �� z� s�a� s�b� s�t� � � � ������

In der Parameterstudie werden Ein��sse der Bauhhe a und der Teilung t bei verschiedenen
Druckverh�ltnissen untersucht� Die Drosselstellenzahl z
 die Dichtstreifenbreite b und die
Spaltweite s und somit das Verh�ltnis s�b werden konstant gehalten�
Die Ein��sse der Mach� bzw� Reynoldszahl werden bei der Parameterstudie nicht n�her
untersucht� Da der Rotor ruhend betrachtet wird
 ist auch der Ein�u� des Geschwindig�
keitsverh�ltnisses vernachl�ssigt�

��� Eliminationsverfahren

Dimensionslose Produkte kann man auch durch eine Art Eliminationsverfahren ���� erhal�
ten� Dabei werden die Exponenten der Basiseinheiten der physikalischen Gr�en in der
Dimensionsmatrix zeilenweise zu Null gemacht�

 � u pe � s

L �� �� � �� � �
M � � � � � �
T � �� �� �� �� �

Da es sich bei den Zahlenwerten in der Matrix um Exponenten handelt
 sind Multiplikationen
bzw� Divisionen �keine Additionen bzw� Subtraktionen � als Rechenoperationen anzuwenden�
Im Fall der Strmung durch das Labyrinth erh�lt man nach dem Nullsetzen der untersten
Zeile der Dimensionsmatrix�

 ��� u�� pe��
� s

L �� �� � �� �
M � � � � �
T � � � � �

Nach weiteren Rechenoperationen erh�lt man f�r die zweite Zeile ebenfalls eine Nullzeile�
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�� Dimensionsanalyse ��� Eliminationsverfahren

����� u�� pe������ s

L � � � �
M � � � �
T � � � �

Nach letzten Multiplikationen bzw� Divisionen wird auch die dritte Zeile eine Nullzeile�

���s��� u��s�� pe��s
�����

L � � �
M � � �
T � � �

Aus dieser Matrix kann man die dimensionslosen Produkte ablesen und anschlie�end wie
beim

Q
�Theorem von Buckingham bekannte Kennzahlen bilden�
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Kapitel �

Parameterstudie

��� Aufgabenstellung

Durch Dimensionsanalyse l��t sich eine Abh�ngigkeit des Leckmassenstromes von der Geo�
metrie und vom Gesamtdruckverh�ltnis herleiten� Durch Variation der Geometrieparameter
Bauhhe und Teilung bei konstanter Spaltweite
 Dichtstreifenbreite und konstantem Rotor�
durchmesser soll der Durch�u�beiwert CD �Kapitel ������� auf Seite ��� untersucht werden�
Die Ergebnisse sollen so dargestellt werden
 da� sich optimale Geometrieparameter able�
sen lassen� Ausgehend von einer am Institut experimentell untersuchten Labyrinthdichtung
sollen Verbesserungsvorschl�ge gemacht und die zu erwartenden Reduzierungen des Leck�
massenstromes in Prozent dargestellt werden�

��� Beschreibung der Parameter

Als Querschnitts��che f�r die Vergleichsd�se des Durch�u�beiwertes CD wird die Spalt���
che zwischen Rotor und Dichtstreifen am Stator gew�hlt� Diese Fl�che entspricht nicht der
allgemein �blichen mittleren Spalt��che� Der Grund f�r diese Wahl liegt in der besseren
Vergleichbarkeit der einzelnen Geometrien� Mit dieser De�nition ist es mglich
 Labyrinth�
dichtungen mit gleichem Rotordurchmesser und gleicher Spaltweite
 aber unterschiedlicher
Bauhhe zu vergleichen� Der Grund daf�r ist
 da� sich f�r die zu vergleichenden Dichtungen
bei gleichem Druckverh�ltnis � der Massenstrom durch die ideale D�se mideal nicht ver�
�ndert� Mit der De�nition des CD�Wertes
 CD � mgemessen� mideal
 knnen somit relative
Beziehungen zwischen den untersuchten Geometrien hergestellt werden�
Die Parameter der Geometrie sind in Abbildung ��� dargestellt�

Konstanten b � ���mm
s � ��	mm
DRotor � ���mm
z � ��

Variablen a � ��	 � ���mm
t � ��	� � ����
DStator � ��� � ���mm

Abbildung ���� Geometrieparameter eines Vollabyrinthes
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�� Parameterstudie ��� Vorgehensweise

Bei dieser Studie wird der Rotordurchmesser mit DRotor � ���mm konstant gehalten� Auch
die Spaltweite mit s � ��	mm und die Dichtstreifenbreite b � ���mm werden f�r diese
Berechnungen nicht ver�ndert� F�r die Vergleichs��che der D�se ergibt sich somit�

A �
�

�
��DRotor � �s�� �DRotor� �

�
�

�
����� � � 
 ��	�� � ���� � ������mm� � konstant � �����

��� Vorgehensweise

Die Berechnungen sollen mit Hilfe der Methode der Finiten�Elemente erfolgen� Das Pro�
grammpaket FIDAP ���� bietet verschiedene Mglichkeiten der Turbulenzmodellierung an�
Auf Grund der Rotationssymmetrie wird das �D�Strmungsproblem auf ein ebenes ��D�
axial�symmetrisches Modell reduziert� Dadurch werden die Knotenzahl und die Rechenzeit
gegen�ber der �D�Berechnung wesentlich verringert� Die Schwierigkeiten
 die die Turbulenz�
modellierung mit sich bringt
 sind im Anhang dargestellt�
Um mglichst genaue und zuverl�ssige Rechenergebnisse zu erhalten
 sollen einige Mglich�
keiten der Turbulenzmodellierung miteinander verglichen werden� Die Simulationsmodelle
zeigen auf Grund unterschiedlicher Modellierung der Reynoldsspannungen unterschiedliches
Verhalten hinsichtlich Konvergenz und der berechneten Lsungen� Die Ergebnisse sollen mit
am Institut durchgef�hrten Messungen verglichen werden� F�r die Parameterstudie ist das
Verfahren zu w�hlen
 welches die geringste Abweichung von der Messung zeigt�
F�r die Parameterstudie steht ein fertiges Eingabe�le zur Verf�gung
 wobei die Geometrie�
variablen parametrisiert sind� Durch das Ver�ndern der Geometrieparameter werden auch
die �berg�nge im Rechennetz ver�ndert� F�r jede neue Geometrie sind daher die Parameter
zur Festlegeung des Netzes so zu ver�ndern
 da� sich Elementanordunungen �hnlich einem
strukturierten Netz ergeben�
Die verschiedenen Geometrien sollen f�r Druckverh�ltnisse von � � ��� � ��� untersucht
werden� Dabei ist zu beachten
 da� sich das Druckverh�ltnis auf Grund der vorgegebenen
Eintrittsgeschwindigkeit u einstellt�
Die durch die Berechnung erhaltenen Massenstrme werden dann in den Durch�u�beiwert
CD umgerechnet und �ber dem Druckverh�ltnis aufgetragen�

��� FE�Netz

Das Netz f�r die Voll�Labyrinthdichtung soll in zwei Bereiche eingeteilt werden� Der erste
Bereich umfa�t das Gebiet um die Dichtspitzen� Dieser wird mit einem unstrukturierten
Netz umgeben� Da hier gro�e Gradienten auftreten
 mu� das Netz sehr feinmaschig sein�
Der zweite Bereich ist derjenige zwischen den einzelnen Dichtspitzen� Dieser erh�lt ein struk�
turiertes Netz� In diesem Gebiet ver�ndert sich bei konstanter Bauhhe nur die Anzahl der
Elemente in axialer Richtung� Die Abbildung ��� zeigt ein Netz
 wie es zur Berechnung
der Bauhhe a � ���mm verwendet wird� Dabei erkennt man deutlich den strukturierten
Bereich in der Kammer und den unstrukturierten Bereich um die Dichtspitze� In der N�he
fester W�nde mu� auf die Elemente auf Grund der Wandfunktionen achtgegeben werden�
Die Breite des an der Wand angrenzenden Elementes sollte so gew�hlt werden
 da� der di�
mensionslose Abstand y� � �� nicht unterschritten wird ���� Dies kann nach Erhalt einer
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�� Parameterstudie ��� Beschreibung des Rechenverfahrens

ersten Lsung �berpr�ft werden�
F�r die Berechnung sollen ��knotige Kontinuumselemente verwendet werden� Der Druck p
wird dabei bilinear
 die Geschwindigkeiten u und v bzw� die turbulente kinetische Energie
k und die Dissipationsrate � biquadratisch interpoliert�

Abbildung ���� FE�Netz eines Vollabyrinthes

��� Beschreibung des Rechenverfahrens

����� Grundgleichungen

Zur Berechnung der station�ren
 axial�symmetrischen
 kompressiblen
 turbulenten Strmung
steht folgendenes Gleichungssystem zur Verf�gung�

� Kontinuit�tsgleichung

� Impulsgleichung in axialer Richtung

� Impulsgleichung in radialer Richtung

� Zustandsgleichung f�r ideale Gase

� Transportgleichung f�r die turbulente kinetische Energie k

� Transportgleichung f�r die turbulente Dissipationsrate �

� Energiegleichung

Die Modellierung der viskosen Reibung an den W�nden erfolgt mit einer speziellen Ansatz�
funktion� Die bei der Berechnung verwendeten Sto�werte sind in Tabelle ��� angef�hrt�

Allgemeine Gaskonstante R ���� J�kmolK

Molmasse M ������ kg�kmol

spezi�sche W�rmekapazit�t cp ���	 J�kgK

dynamische Viskosit�t � ���E�	 Pas

Tabelle ���� Sto�werte

Mit den � Gleichungen knnen dann die � Unbekannten u
 v
 p
 k
 �
 T und  berechnet
werden�
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�� Parameterstudie ��� Lsungsstrategie

����� Randbedingungen

������� Eintrittsbedingungen

Wird als Randbedingung ein �xer skalarer Wert vorgegeben
 so spricht man von einer Dirich�
let�schen Bedingungen� In der Eintrittsebene sind Werte f�r die Geschwindigkeitskomponen�
ten u und v
 die turbulente kinetische Energie k
 die Dissipationsrate � und die Temperatur T
anzugeben� In der Parameterstudie wurden einheitlich die in Tabelle ��� zusammengefa�ten
Werte verwendet�

u v T k �

variabel � ��� ���� �

Tabelle ���� Eintrittsbedingungen

������� Bedingungen an einer festen Wand

An den Wandungen �Rotor
 Stator
 Dichtstreifen� gilt die sogenannte Haftbedingung� Diese
besagt
 da� die Fluidteilchen mit unmittelbarer Wandber�hrung keine tangentiale Relativ�
geschwindigkeit gegen�ber der Wand aufweisen ���� An den Begrenzungs��chen wird somit
u � v � � vorgegen� Der W�rme�bergang wird bei dieser Studie adiabat angenommen�

������� Austrittsbedingungen

Mglichst weit hinter das Labyrinth wird die Austrittsebene gelegt� Dort wird der Span�
nungsvektor nach der sogenannten Traction�Free�Condition ��� gleich Null gesetzt� Au�er�
dem wird ein Referenzdruck von �E	Pa �entspricht dem Umgebungsdruck� vorgegeben�
F�r k und � werden sogenannte Neumann�Bedingungen ��� verwendet� Das sind solche Be�
dingungen
 bei denen der Gradient Null gesetzt wird�

��
 L�sungsstrategie

Das Lsen der Gleichungen erfordert die meiste Zeit� Das zu lsende Gleichungssystem hat
die allgemeine Form�

K	u
u � F � �����

Dabei ist K die globale Systemmatrix und u ein Lsungsvektor� Der Vektor F beinhaltet die
Randbedingungen� Als Gleichungslser wird der f�r kompressible Strmungen notwendige
Segregated Solver ��� verwendet� Die iterative Lsung erfolgt nach folgendem Schema�

K	ui
ui�� � F � �����

Dabei ist ui der errechnete Vektor der vorherigen Iteration� Das nichtsymmetrische lineare
System mu� f�r jede Iteration formuliert und gelst werden� Dieser iterative Lsungsweg
kann durch sogenannte Relaxationsfaktoren � verbessert werden� Diese f�hren zu folgender
Form�

K	ui
u� � F �����

ui�� � �ui � �� � ��u � � � � � � � �����
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�� Parameterstudie ��� Konvergenz

Falls � � � gesetzt wird
 so reduziert sich diese Gleichung zu Gl������� F�r die Parameterstu�
die wurden folgende Werte f�r die jeweiligen Gr�en �Geschwindigkeit
 Druck���� verwendet�

�u �v �p �T �k ��
��� ��� ��� ��� ��� ���

Tabelle ���� Relaxationsfaktoren

��� Konvergenz

Nach jeder Iteration wird �berpr�ft
 ob die Konvergenz erreicht wurde� Das verwendete
Konvergenzkriterium beruht auf der De�nition des relativen Fehlers des errechneten L�
sungsvektors� Dieses lautet�

k ui � ui�� k
k ui k � DTOL � �����

Dabei ist k 
 k die euklidische Norm
 ui der berechnete Lsungsvektor des Iterationsschrittes
i und ui�� Vektor des vorhergehenden Iterationsschrittes� In einem euklidischen Vektorraum
versteht man unter der L�nge oder dem Absolutbetrag eines Vektors v mit dem Symbol k v k
die Zahl

p
v v ����

F�r den Segregated Solver wird eine Abbruchschranke von DTOL � ���E � � empfohlen
���� Bei kleinen Bauhhen erweist sich diese Abbruchschranke als zu hoch� F�r die Bauhhe
a � ��	mm wurde deshalb diese Schranke bis auf DTOL � ��	E � � herabgesetzt� Erst
bei diesem Wert werden kontinuierliche Verl�ufe des CD�Wertes �ber dem Druckverh�ltnis
erhalten�

�� Rechenergebnisse

����� Vergleich der Turbulenzmodelle

Am Institut wurden Messungen an einem Labyrinth der Bauhhe a � �mm mit einer Teilung
t � ���mm durchgef�hrt� F�r die Parameterstudie werden verschiedene Kombinationen von
Turbulenz� und Wirbelviskosit�tsmodellen getestet und mit diesen Messungen verglichen�
Die erhaltenen Ergebnisse sind in Abbildung ��� dargestellt� Die Berechnungen erfolgen mit
einer Abbruchschranke von jeweils �E��� Dabei ist zu beachten
 da� mit den Kombinationen
des Speziale�Modells diese Konvergenzschranke nicht erreicht wird� Die ersten Iterationen
zeigen zwar deutliches Konvergenzverhalten
 ab einem bestimmten relativen Fehler kommt
es aber zu einem Pendeln um diesen� Aus diesem Grund werden diese Kombinationen nicht
f�r die Parameterstudie herangezogen� Es stellt sich heraus
 da� das Standard�Boussinesq�
Modell unter den konvergierenden den geringsten relativen Fehler �im Durchschnitt ca� 	��
aufweist� Aus diesem Grund wird dieses Modell f�r die Parameterstudie verwendet�
Die Wirbelviskosit�tsmodelle stellen �ber die turbulente Viskosit�t eine Beziehung zwi�
schen den unbekannten Reynoldsspannungen und den Gr�en der Grundstrmung her� Die
einzelnen Wirbelviskosit�tsmodelle liefern auf Grund der di�erenzierten Berechnung der
Reynoldsspannungen und der Abh�ngigkeit von Reynoldszahlen und dgl� unterschiedliche
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

Ergebnisse� Mit dem isotropen Modell nach Boussinesq werden die scheinbaren Schubspan�
nungen als lineare Funktion der Geschwindigkeitsgradienten berechnet ����
Im anisotropen Modell nach Speziale wird der Reynolds�sche Spannungstensor als quadra�
tische Funktion abgebildet� Dadurch ist ein Mechanismus zur Darstellung der turbulenten
anisotropen E�ekte vorhanden ���� Der relative Fehler der Modelle ist in Abbildung ���
dargestellt� Dieser berechnet sich zu�

F �
CD�gerechnet �CD�gemessen

CD�gemessen

���� � �����

Abbildung ���� Durch�u�beiwerte und relativer Fehler verschiedener Simulationsmodelle
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

����� Berechnete Durch�u�beiwerte f	r s�a � �����

F�r die gr�te untersuchte Bauhhe �a � ���mm� ergeben sich die gr�ten Knotenzah�
len �Tabelle ����� Die gew�hlten Eintrittsgeschwindigkeiten ue ergeben die Reynoldszahlen
Re � �uee�s��� in Abbildung ���� Mit diesen Reynoldszahlen bekommt man die Durch�u��
beiwerte in Abbildung ���� Nach den Rechnungen f�r vier Verh�ltnisse a�t l��t sich noch
immer nicht auf die Lage eines Optimums schlie�en
 da der CD�Wert bei weiterer Vergr�e�
rung des Verh�ltnisses sinkt� Die Teilung t nimmt dann einen nicht realisierbaren Wert an�
Die Abbruchschranke wird mit DTOL � ����� gew�hlt� In Abbildung ��� erkennt man eine
nahezu lineare Abh�ngigkeit vom Druckverh�ltnis ��

a	t ����� ����� ����� �����
Knoten ����� ����� ����� �����
Elemente ����� ���� ���� ����

Tabelle ���� Knoten� und Elementezahl f�r s�a � �����

Abbildung ���� Reynoldszahlen f�r s�a � �����

Abbildung ���� CD�Wert als Funktion des Druckverh�ltnisses f�r s�a � �����
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

����� Berechnete Durch�u�beiwerte f	r s�a � �����

Die Knoten� und Elementeanzahlen und die Reynoldszahlen am Eintritt sind in Tabelle ���
bzw� Abbildung ��� zusammengefa�t� F�r diese Bauhhe erh�lt man ebenfalls bei einer Ab�
bruchschranke von DTOL � ����� einen kontinuierlichen Verlauf des CD�Wertes �ber dem
Druckverh�ltnis� Auch f�r a � ��	mm werden wie f�r a � ���mm Berechnungen f�r nur
vier Verh�ltnisse a�t angestellt�

a	t ����� ����� ����� �����
Knoten ����� ����� ����� �����
Elemente ���� ���� ���� ����

Tabelle ���� Knoten� und Elementezahl f�r s�a � �����

Abbildung ���� Reynoldszahlen f�r s�a � �����

Abbildung ���� CD�Wert als Funktion des Druckverh�ltnisses f�r s�a � �����
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

����
 Berechnete Durch�u�beiwerte f	r s�a � �����

F�r die Bauhhe a � ��	mm sind die Knoten� und Elementezahlen in Tabelle ��� darge�
stellt� Die Reynoldszahlen am Eintritt sind in Abbildung ��� zusammengefa�t� Eine Abbruch�
schranke von DTOL � ����� ist auch f�r die Berechnung dieser Geometrien ausreichend�
Die berechneten Durch�u�beiwerte sind in Abbildung ��� aufgetragen�

a	t ����� ����� ����� ����� �����
Knoten ����� ����� ����� ����� �����
Elemente ����� ���� ���� ���� ����

Tabelle ���� Knoten� und Elementezahl f�r s�a � �����

Abbildung ���� Reynoldszahlen f�r s�a � �����

Abbildung ���� CD�Wert als Funktion des Druckverh�ltnisses f�r s�a � �����
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

����� Berechnete Durch�u�beiwerte f	r s�a � �����

F�r die Berechnungen der Bauhhe von a � ��	mm werden die Daten aus Tabelle ���
verwendet� Die Reynoldszahlen am Eintritt sind in Abbildung ���� dargestellt� Die Ab�
bruchschranke wird mit DTOL � ������	 gew�hlt �also kleiner als bei a � ��	mm�
 da sich
sonst keine kontinuierlichen Verl�ufe des CD�Wertes ergeben� In Abbildung ���� sind die
berechneten Durch�u�beiwerte dargestellt�

a	t ���� ���� ���� ���� ����
Knoten ����� ����� ����� ����� �����
Elemente ���� ���� ���� ���� ����

Tabelle ���� Knoten� und Elementezahl f�r s�a � �����

Abbildung ����� Reynoldszahlen f�r s�a � �����

Abbildung ����� CD�Wert als Funktion des Druckverh�ltnisses f�r s�a � �����
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

����� Berechnete Durch�u�beiwerte f	r s�a � �����

Das kleinste berechnete Labyrinth hat eine Bauhhe von a � ��	mm� F�r dieses Labyrinth
ergibt sich daher das kleinste zu berechnende Strmungsgebiet und somit die kleinsten
Knoten� und Elementeanzahlen �Tabelle ����� Die Reynoldszahlen am Eintritt
 dargestellt
in Abbildung ����
 haben die gr�ten Werte� Au�erdem sind die betragsm��igen Unterschie�
de f�r die einzelnen Geometrien am gr�ten�
Die Abbruchschranke wird f�r diese Berechnungen mit bis zu DTOL � ������	 gew�hlt
 da
sich sonst Unstetigkeiten im CD�Verlaufes ergeben� In Abbildung ���� sind die berechneten
Durch�u�beiwerte dargestellt� Bei Betrachtung der Geometrieverh�ltnisse erkennt man
 da�
der CD�Wert zun�chst mit steigendem a�t sinkt
 um dann wieder anzusteigen� Dies l��t auf
ein Minimum des CD�Wertes in Abh�ngigkeit vom Geometrieverh�ltnis a�t schlie�en�

a	t ��� ��� ��� ��� ���
Knoten ����� ����� ����� ����� �����
Elemente ���� ���� ���� ���� ����

Tabelle ���� Knoten� und Elementezahl f�r s�a � �����

Abbildung ����� Reynoldszahlenen f�r s�a � �����

Abbildung ����� CD�Wert als Funktion des Druckverh�ltnisses f�r s�a � �����
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

����� Darstellung der Ergebnisse

����
�� Ein�u des Verh�ltnisses a�t �s�a � konstant�

Die Verl�ufe der berechneten Durch�u�beiwerte werden ausgeglichen� Mit diesen Werten
werden dann die CD�Werte �ber dem Geometrieverh�ltnis a�t aufgetragen� Diese Darstel�
lung erh�lt man
 wenn die CD�Verl�ufe bei einem bestimmten Druckverh�ltnis geschnitten
werden und die dabei erhaltenen Werte auftr�gt und verbindet�
Weiters ist das Geometrieverh�ltnis a�t f�r t � �mm eingezeichnet� Dieser Wert soll als
Untergrenze der Teilung gedeutet werden� Werden die Dichtstreifen in einer vorgefertigten
Nut mit einem Stemmdraht befestigt
 so ist dieser Platzbedarf als Minimum anzusehen�
Werden die Dichtstreifen aus dem Vollen gedreht
 so ist der Platzbedarf geringer� Damit
sind kleinere Teilungen t und somit gr�ere Verh�ltnisse a�t zu erzielen�
Auf die Betriebssicherheit ist trotzdem zu achten �Dehnungen�� Die Kennzeichnung von
t � �mm dient auch zum besseren Vergleich mit den anderen Bauhhen�
F�r ein Verh�ltnis Spaltweite zu Bauhhe s�a � ���� liegt das Minimum des CD�Wertes
bei a�t � ����
 w�hrend sich bei s�a � ���� ein optimales Verh�ltnis a�t � ���� ergibt� Die
Labyrinthdichtung des Verh�ltnisses s�a � ���� besitzt ein optimales Verh�ltnis a�t � ��	��

Abbildung ����� CD�Wert als Funktion des Geometrieverh�ltnisses a�t f�r s�a � ����

Abbildung ����� CD�Wert als Funktion des Geometrieverh�ltnisses a�t f�r s�a � ����
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

Abbildung ����� CD�Wert als Funktion des Geometrieverh�ltnisses a�t f�r s�a � ����

Abbildung ����� CD�Wert als Funktion des Geometrieverh�ltnisses a�t f�r s�a � ����

Abbildung ����� CD�Wert als Funktion des Geometrieverh�ltnisses a�t f�r s�a � ����
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

����
�� Ein�u des Verh�ltnisses a�t �� � konstant�

In den Abbildungen ���� und ���� sind die Durch�u�beiwerte in Abh�ngigkeit vom Geo�
metrieverh�ltnis a�t bei konstantem Druckverh�ltnis abgebildet� Hier sind die erhaltenen
Minima und Linien konstanter Teilung eingetragen� Dabei erkennt man
 da� es nicht sinn�
voll ist
 gewisse Teilungen zu unterschreiten
 da dann der Durch�u�beiwert wieder ansteigt�

Abbildung ����� CD�Wert als Funktion des Verh�ltnisses a�t f�r konstantes �
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

Abbildung ����� CD�Wert als Funktion des Verh�ltnisses a�t f�r konstantes �
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

����
�� Ein�u des Verh�ltnisses s�a �� � konstant�

In der Abbildung ���� sind die CD�Werte in Abh�ngigkeit vom Verh�ltnis s�a bei konstan�
tem Druckverh�ltnis f�r bestimmte Verh�ltnisse a�t aufgetragen� Die Berechnungen erfolgen
bei konstantem s � ��	mm� Bei einem Verh�ltnis von s�a � ���� wird der Durch�u�beiwert
f�r ein Verh�ltnis a�t � ��	 kleiner als f�r a�t � ����

Abbildung ����� CD�Wert als Funktion des Verh�ltnisses s�a f�r konstantes �
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

����
�� Ein�u des Verh�ltnisses s�a �t�s � konstant�

Mit zunehmender Bauhhe wird auch der Statordurchmesser und somit die Querschnitts�
��che des Labyrinthes gr�er� Die Spalt��chen um den Rotor bleiben konstant �Vergleichs�
��che der D�se�
 w�hrend die �u�eren Spalt��chen am Stator gr�er werden� Auf Grund
der Axial�Symmetrie wird dieser Ein�u� bei den Berechnungen ber�cksichtigt
 w�hrend er
bei einer �D�Versuchseinrichtung �Martin� nicht in die Messungen eingeht�
In der Abbildung ���� sind die Durch�u�beiwerte �ber dem Geometrieverh�ltnis Spaltwei�
te zu Bauhhe f�r verschiedene Verh�ltnisse t�s aufgetragen� Ab einem Verh�ltnis von ca�
s�a � ���� ist keine Erhhung des CD�Wertes und somit des Leckmassenstromes gegeben�
Kann das Verh�ltnis ca� s�a � ��� vergr�ert werden
 so ist mit einer Senkung des Durch�
�u�beiwertes auf ein Minimum zu rechnen�
Bei einem Verh�ltnis Teilung zu Spaltweite von t�s � � ist kein Minimum erkennbar�

Abbildung ����� CD�Wert als Funktion des Verh�ltnisses s�a f�r konstantes t�s
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

����
�� �D�Schaubilder

Um die erhaltenen Ergebnisse zu verdeutlichen
 werden dreidimensionale Schaubilder an�
gefertigt� Dabei wird der CD�Werte in Abh�ngigkeit von den Geometrieverh�ltnissen a�t
und s�a bei konstantem Druckverh�ltnis aufgetragen �Abbildung ���� und ������ Es ist zu
erkennen
 da� der CD�Wert bei hheren Druckverh�ltnissen � gr�er wird und s�a einen
gr�eren Ein�u� auf den Leckmassenstrom als a�t hat�

Abbildung ����� CD�Wert als Funktion von a�t und s�a bei � � ��		 �Re � ��� � �����

Abbildung ����� CD�Wert als Funktion von a�t und s�a bei � � ���� �Re � 	�� � �����
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�� Parameterstudie ��� Rechenergebnisse

����� Strmungsverh�ltnisse in den Labyrinthen

������� Str	mung im Labyrinth der Bauh	he a � ���mm

Die unterschiedlichen Strmungsverh�ltnisse bei verschiedenen Teilungen und Bauhhen
zeigen die Abbildungen ���������� Der Ma�stab wird mit M � 	 � � gew�hlt� Die dar�
gestellten Bereiche sind jeweils die ersten Kammern der Labyrinthdichtung� Das Gesamt�
druckverh�ltnis ist einheitlich f�r alle Abbildungen � � ��		� Es werden die berechneten
Absolutgeschwindigkeiten bestehend aus den Komponenten in x� und y�Richtung nach der
Hhe des Betrages wiedergegeben� Die roten Farben in den Abbildungen bezeichnen gro�e
Geschwindigkeiten
 die blauen kleinere� Die erw�nschte Verwirbelung der Geschwindigkeits�
energie in den Kammern kommt dabei deutlich zum Ausdruck� Es kann auch eine hohe
Geschwindigkeitszunahme in der Drosselstelle �ber den Dichtstreifen abgeleitet werden� Die
Geschwindigkeit nimmt mit steigender Drosselzahl zu�
In der Abbildung ���� ist in der ersten Kammer nur eine geringe Verwirbelung erkennbar�
Das l��t sich auf die f�r diese Bauhhe relativ gro�e Teilung zur�ckf�hren� F�r diese Dich�
tung ergibt sich ein gro�er Durch�u�beiwert CD �Abbildung ������

Abbildung ����� Labyrinth� a � ���mm
 t � ����mm

Abbildung ����� Labyrinth� a � ���mm
 t � ����mm

Abbildung ����� Labyrinth� a � ���mm
 t � ����mm
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������� Str	mung im Labyrinth der Bauh	he a � ��	mm

Abbildung ����� Labyrinth� a � ��	mm
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��� Schlu�folgerungen

Am Institut wurden Messungen an einer Vollabyrinthdichtung mit der Bauhhe a � �mm

einer Spaltweite s � ��	mm
 einem Durchmesser DRotor � ���mm bei einer Teilung t �
���mm durchgef�hrt� Verkleinerte man die Bauhhe bei konstanter Teilung
 so knnte auf
Grund der Berechnungen der Durch�u�beiwert reduziert werden� In Abbildung ���� ist die
absolute und die relative Verbesserung bezogen auf das Verh�ltnis Spaltweite zu Bauhhe
s�a dargestellt�

Abbildung ����� Erwartete Reduzierungen der Verluste

Abbildung ����� Optimale Verh�ltnisse a�t als Funktion von s�a

Ein weiteres Verbesserungspotential liegt in der der Verringerung der Teilung� Zwar ergibt
sich nach den erfolgten Berechnungen f�r die Ausgangsverh�ltnis s�a � ����� kein optimales
Verh�ltnis a�t �bei optimalen Verh�ltnissen ist der minimalste Leckmassenstrom zu erwar�
ten�
 bis zu einem Verh�ltnis t�s � 	�	 ist aber eine Reduzierung des Leckmassenstromes zu
erwarten� Bei diesem Verh�ltnis ergibt sich bei einer Spaltweite von s � ��	mm eine Teilung
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�� Parameterstudie ���� Empfehlungen und Anregungen

von t � ���	mm� Diese Teilung ist f�r einen Einbau der Dichtstreifen mittels Stemmdr�hten
als �u�erstes Minimum anzusehen�
Die gr�ten Verbesserungen sind bei den errechneten optimalen Geometrieverh�ltnissen a�t
zu erwarten� Bei einem Verh�ltnis a�t � ��	� bei einer Bauhhe von s�a � ����� liegt
die berechnete Reduzierung des Leckmassenstromes bei ���� Dieser Wert bezieht sich auf
die am Institut vorhande Dichtung� Diese Geometrie scheint jedoch in der Praxis aus be�
triebstechnischen Gr�nden nicht realisierbar� F�r kleine Bauhhen knnen die Dichtstreifen
jedoch aus dem Vollen gedreht werden�
Die ermittelten Optima des Verh�ltnisses a�t sind in Abbildung ���� zusammengefa�t� Die
Linien um die berechneten Werte sollen einen Streubereich
 bedingt durch die Turbulenz�
modellierung
 Ausgleichsrechnungen u�a
 darstellen�

���� Empfehlungen und Anregungen

Bei der Parameterstudie wurden die Spaltweite s
 die Dichtstreifenbreite b
 die Drossel�
stellenzahl z sowie der Rotordurchmesser DRotor konstant gehalten� Durch Variation dieser
Parameter ergeben sich zus�tzliche Kennzahlen
 deren Ein��sse quanti�ziert werden knn�
ten�
Die kleiner werdende Dichtstreifenbreite
 so die Angaben in der Literatur
 senkt den Leck�
massenstrom� Es wurde jedoch kein Beitrag gefunden
 der den Ein�u� der Breite quanti�
�ziert� Au�erdem spielt die Ausf�hrung der Dichtstreifen beim Spalt und eine eventuelle
Schr�gstellung der Dichtstreifen beim Durch�u�verhalten eine Rolle� Durch numerische Si�
mulation knnten die Ein��sse mit einer weiteren Parameterstudie dargestellt werden� Au�
�erdem sind in der Literatur Messungen angegeben
 die Vergleiche zwischen Messung und
Berechnung zulassen knnten�
Sind die Ein��sse der aus der Dimensionsanalyse ermittelten Kennzahlen bekannt
 so kann
ein Verfahren zur Bestimmung der optimalen Parameter bei einer vorgegebenen Abmessung
gefunden werden� Mit so einem Verfahren sollte der minimale Leckmassenstrom bei einfa�
cher Vorgehensweise ohne gro�en Rechenaufwand erreicht werden�
Der Leckmassenstrom kann au�er durch Optimierung von Geometrieparametern auch durch
Finden neuer Dichtungen reduziert werden� Mit einer Literaturstudie knnten eventuelle
Neuerungen �z�B� B�rstendichtung� aufgez�hlt und mit bisher �blichen Dichtungsbauarten
verglichen werden�
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Kapitel �

Zusammenfassung

Aus der Literatur wurden Beitr�ge zur Bestimmung der optimalen Geometrie f�r eine
Vollabyrinth�Dichtung zusammengefa�t� Die Dichtstreifenbreite b sollte unendlich klein sein

aus Gr�nden der Festigkeit werden aber Breiten von b � ���mm verwendet� F�r das Ver�
h�ltnis Spaltweite zu Bauhhe gibt Martin ein Optimum von s�a � ���	 an� Dieser Wert
wurde jedoch mit einer ebenen Versuchseinrichung ermittelt�
Zur Berechnung des Leckmassenstromes wurden verschiedene Durch�u�gleichungen herge�
leitet und in Tabellenform zusammengefa�t� Dabei wurde zwischen theoretischen
 halbem�
pirischen und empirischen Verfahren unterschieden� Die Durch�u�gleichungen wurden mit
einer am Institut durchgef�hrten Messung verglichen� Dabei traten erhebliche Abweichun�
gen der Rechenverfahren von der Messung auf� Diese wurden als relativer Fehler in einem
Diagramm aufgetragen�
Die in der Literatur verwendeten Durch�u�beiwerte wurden in einer Umrechnungstabelle
dargestellt� Mit dieser Tabelle knnen Abweichungen unterschiedlicher Verfahren und Ab�
weichungen der einzelnen Verfahren von einer Messung berechnet werden�
Die station�re inkompressible turbulente Strmung wurde beschrieben� Dabei wurden die
Reynoldsgleichungen ausgehend von Navier�Stokes�Gleichungen hergeleitet� Au�erdem wur�
den die Eigenschaften dieser Gleichungen und die der Turbulenz allgemein erl�utert� F�r
diese Strmung wurde auch das h�u�g angewendete k�� Modell beschrieben� Weiters wurde
eine �bersicht und eine Begr�ndung f�r die Anwendung von Turbulenzmodellen angef�hrt�
Durch Anwendung der Dimensionsanalyse �

Q
�Theorem von Buckingham� wurden die f�r

die Strmung durch ein Vollabyrinth relevanten Kennzahlen bestimmt� Einige dieser Kenn�
zahlen lie�en sich als Geometrieverh�ltnisse darstellen�
Um die Parameterstudie mittels FE�Berechnungen durchzuf�hren
 wurde ein geeignetes Tur�
bulenzmodell ermittelt� Beim Vergleich mit am Institut durchgef�hrten Messungen stellte
sich das Standard k�� Modell in Kombination mit dem Boussinesq�Ansatz als jenes mit dem
geringsten Fehler bei gleichzeitigem Erreichen des Konvergenzkriteriums heraus� Mit diesem
Modell wurden Strmungen durch Labyrinthe unterschiedlicher Bauhhen und Teilungen si�
muliert� Mit den berechnetenCD�Werten konnten einige optimale Geometrieverh�ltnisse von
Bauhhe zu Teilung ermittelt werden� Diese knnten das am Institut untersuchte Labyrinth
in ihrer Dichtwirkung wesentlich verbessern� Die gr�te relative Verbesserung bezogen auf
das Ausgangslabyrinth liegt bei Verh�ltnissen s�a � ���� und a�t � ��	� bei ���� Probleme
knnten dann aber W�rmedehnungen w�hrend des Betriebes bereiten�
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Anhang A

Turbulente Str�mung

A�� Station�re inkompressible turbulente Str�mung

Einfachheitshalber soll die inkompressible Strmung behandelt werden
 obwohl die Str�
mung durch das Labyrinth kompressibel berechnet wird� Im Fall der Kompressibilit�t treten
zus�tzliche Terme in den Gleichungen auf
 die Probleme der Turbulenzmodellierung knnen
aber auch bei Inkompressibilit�t erl�utert werden�

A�� Mittelwertbildung

Um zu einer De�nition �ber die gemittelten Werte zu kommen
 bedient man sich der Wahr�
scheinlichkeitsrechnung� Nach dieser wird die turbulente Strmung als stochastischer Proze�
mit der Zufallsvariablen � aufgefa�t� Bei einer statistisch�station�ren Strmung bietet sich
die zeitliche Mittelung an �bei statistisch�instation�rer die r�umliche Mittelung� ����� Diese
Strmung wird in eine Grundstrmung und in einen Schwankungsanteil aufgeteilt� F�r einen
Momentanwert � einer beliebigen Strmungsgr�e kann man dann schreiben�

� � �� �� � �A���

Hierbei ist der zeitliche Mittelwert � de�niert als�

� �
�

�t

t���tZ
t�

�dt �A���

und �� die momentane Abweichung vom Mittelwert �� Nach dieser De�nition mu� f�r ��

nach Gl��A��� gelten�

�� �
�

�t

t���tZ
t�

��dt � � � �A���

Dabei ist �t eine gen�gend lange Zeit� Als Varianz ist de�niert�

����� �� � � �A���
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A� Turbulente Strmung

Von einer station�ren Strmung spricht man dann
 wenn deren charakteristische Gr�en
�Druck p
 Temperatur T 
 Dichte  und Geschwindigkeit u bzw� v� von der Zeit unabh�ngig
sind� Es gilt dann folgender Ausdruck�

��

�t
� � � �A���

Streng genommen sind turbulente Strmungen instation�r� In der Praxis sind jedoch nicht
die Einzelheiten der turbulenten Schwankungsbewegungen von Interesse
 sondern vielmehr
die Bewegungen der geordneten Grundstrmung� Diese ist h�u�g station�r
 also zeitun�
abh�ngig� Die Behandlung einer turbulenten Strmung als station�re wird quasistation�r
��� genannt� In Abbildung A�� sind die statistisch�station�re und �instation�re Strmung
dargestellt�

Abbildung A��� Statistisch�station�re und �instation�re Strmung

A���� Rechenregeln f	r die Mittelwertbildung

Es sei � eine bestimmte physikalische Feldgr�e und s eine unabh�ngige Variable �Zeit t
oder die Ortskoordinaten x
 y
 z�� Dann gelten folgende Rechenregeln �����

���� � �� �� � ����
�
� �A���

��

�s
�

��

�s
�A���

���

�s
� � �A���

��
���
�s

� ��
���
�s

� ���
����
�s

� �A���

Aus diesen Gleichungen erkennt man
 da� die Terme mit linearen Schwankungsanteilen bei
der Mittelung wegfallen�

A�� Gleichungen f�r die turbulente Str�mung

Die Gleichungen sollen f�r die zweidimensionale oder ebene Strmung angeschrieben wer�
den� Die f�r die Strmung charakteristischen Gr�en sind dann nur von zwei Koordinaten

��



A� Turbulente Strmung

abh�ngig� Jede reale Strmung ist dreidimensional
 da stets Randein��sse vorhanden sind�
Diese m�ssen f�r eine sinnvolle zweidimensionale N�herung asymptotisch klein sein� Es gilt
dann�

w � � �A����

��

�z
� � � �A����

Die Gewinnung strmungstechnischer Informationen erfordert im allgemeinen die Lsung
der Di�erentialgleichungen f�r Massen�
 Impuls� und Energietransport� Im folgenden sollen
die f�r die turbulente Strmung wichtigenReynoldsgleichungen hergeleitet werden� Die allge�
meine Theorie der Fl�ssigkeitsreibung ���� lehrt
 da� durch die Form�nderung der einzelnen
Fl�ssigkeitselemente Spannungen von �hnlicher Art entstehen wie bei elastischen Krpern�
Der Unterschied dabei ist
 da� die Spannungen nicht den Form�nderungen
 sondern den
Form�nderungsgeschwindigkeiten proportional sind� Die Gleichungen f�r die Spannungs�
komponenten lauten nach den Lehren der Elastizit�tstheorie�

�xx � ��
�u

�x
�A����

�yy � ��
�v

�y
�A����

�xy � �

�
�u

�y
�
�v

�x

�
�A����

Die zeitabh�ngigen Navier�Stokes�Gleichungen �Bewegungsgleichungen oder Impulsgleichun�
gen� beschreiben mit der Kontinuit�tsgleichung die turbulente Strmung �auch die laminare�
vollst�ndig� Bei einer ebenen Strmung sind drei Unbekannte u	t�x�y

 v	t�x�y
 und p	t�x�y
 f�r
zwei Bewegungsgleichungen und die Kontinuit�t vorhanden� Dabei wird angenommen
 da�
das Fluid inkompressibel
 also  � konstant ist� Der Druck ist dann gleich dem Mittel�
wert der Normalspannungen �Hypothese von Stokes�� Weiters wird angenommen
 da� es
sich um sogenannte Newton�sche Fluide handelt
 also ein linearer Zusammenhang zwischen
Spannungs� und Deformationstensor herrscht� Bei Gasen f�hrt das Newton�sche Gesetz zu
zus�tzlichen Normalspannungen� Die daf�r zust�ndige Z�higkeit wird Kompressionsz�hig�
keit ���� genannt� Der Ein�u� ist jedoch gering und au�erdem schwer zu bestimmen� Die
Navier�Stokes�Gleichungen haben dann folgende Form�
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Impuls in x�Richtung �A����
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I� Tr�gheitskr�fte je Masse
II� Massenkraft je Masse
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A� Turbulente Strmung

III� Druckkr�fte je Masse
IV� Z�higkeitskr�fte je Masse

Diese Gleichungen bringen das Gleichgewicht zwischen Massen�
 Tr�gheits�
 Druck� und
Reibungskr�fte zum Ausdruck� Dabei ist � die dynamische Viskosit�t ���
 oft auch nur
Viskosit�t genannt� Es wird auch die kinematische Viskosit�t verwendet� Sie ist de�niert
als�

� �
�


� �A����

Die analytische Lsung der Di�erentialgleichungen Gln��A���� bis �A���� ist nur f�r eine
geringe Zahl von einfachen Randbedingungen mglich� Diese sind aber in der Praxis von
geringer Bedeutung� Auf Grund der Nichtlinearit�t der Gleichungen und der Komplexit�t
der Strmungsrandbedingungen mu� auf numerische Berechnungsverfahren zur�ckgegri�en
werden� F�r turbulente Strmungsvorg�nge sind
 wie bereits erw�hnt
 vor allem die Kompo�
nenten der Grundstrmung von Interesse ���� Es sollen daher die Navier�Stokes�Gleichungen
zeitlich gemittelt werden� Auf Grund der Analogie wird nur die erste der beiden Bewegungs�
gleichungen hergeleitet� Mit den Momentanwerten der Variablen�

u � u� u� �A����

v � v � v� �A����

p � p� p� �A����

erh�lt man f�r die Kontinuit�tsgleichung Gl��A�����
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�y
�
�u�

�x
�
�v�

�y
� � � �A����

und f�r die Navier�Stokes�Gleichung nach Wegfall des zeitabh�ngigen Terms auf Grund der
Gl��A����
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F�hrt man nun die zeitliche Mittelung dieser Gleichungen durch
 d�h f�r jedes Glied in
dieser Gleichung wird die Mittelung angewendet
 so erh�lt man auf Grund der Anwendung
der Rechenregeln aus Kapitel A���� auf Seite �� f�r die gemittelte Kontinuit�tsgleichung
Gl��A�����

�u

�x
�
�v

�y
� � � �A����

F�r die Schwankungsanteile mu� auf Grund dieser Gleichung ebenfalls die Kontinuit�tsglei�
chung erf�llt sein�
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F�r die Navier�Stokes�Gleichung ergibt sich dann�
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F�r den Klammerausdruck auf der rechten Seite erh�lt man�

u�
�u�

�x
� v�

�u�

�y
�

�

�

��u���

�x
�
��u�v��

�y
� u�

�v�

�y

�
�

�

��u���

�x
�
��u�v��

�y
� u�

�u�

�x

�
��u�v��

�y
�
��u���

�x
� �A����

Auf diese Schreibweise kommt man
 wenn man die Kontinuit�t der Schwankungsanteile und
eine einfache Umformung mit der Produktregel anwendet�
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Damit lauten die gemittelten Navier�Stokes�Gleichungen
 die auch als Reynoldsgleichungen
bezeichnet werden�
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A���� Grenzschichten

Unter einer Grenzschicht versteht man
 wenn in Hauptstrmungsrichtung nur kleine und nor�
mal dazu gro�e Geschwindigkeitsgradienten vorherrschen ����� F�r turbulente Strmungs�
grenzschichten reduzieren sich daher die beiden Impulsgleichungen auf eine Gleichung in
Strmungsrichtung� In diesem Bereich herrscht die u�Komponente vor� Diese �ndert sich in
y�Richtung am st�rksten� Da sich die Gr�en in x�Richtung nur sehr schwach im Vergleich
zur Querrichtung �ndern
 gilt in guter N�herung�
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Die Grenzschichtgleichung lautet dann�
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Dabei ist p der am Rand der Grenzschicht vorgegebene Druck� Mit der Kontinuit�tsgleichung
hat man dann zwei Gleichungen f�r die drei Unbekannten u
 v
 und �u�v��� Die Mittelwer�
te der Produkte der Schwankungsgeschwindigkeiten sind charakteristische Merkmale der
turbulenten Strmung� Durch das Auftreten des Ausdrucks �u�v�� ist das gemittelte Glei�
chungssystem nicht mehr geschlossen� Dieses reduzierte Gleichungssystem �mehr Unbekann�
te als Gleichungen� l��t sich dadurch schlie�en
 indem man f�r die sogenannte turbulente
Schubspannung oder Reynoldsspannung�

�t � ��u�v�� �A����

einen algebraischen Ausdruck angibt� Diese Schubspannung ist eine Folge des Impulsaus�
tausches durch die turbulente Schwankungsbewegung� Die Wirkung gleicht einer laminaren
Strmung erhhter Viskosit�t� Man spricht daher auch von turbulenter Scheinreibung ����
F�r die viskose Schubspannung gilt nach dem Newton�schen Reibungsgesetz�

�v � �
�u

�y
� �A����

Die gesamte mittlere Schubspannung �tot ergibt sich aus dem viskosen und turbulenten
Anteil zu�

�tot � �v � �t � �
�u

�y
� �u�v�� � �A����

Die Verl�ufe der Schubspannungen �ber dem dimensionslosen Wandabstand y� �siehe Gl��A����
auf Seite ��� sind in Abbildung A�� dargestellt ����

Abbildung A��� Verl�ufe der Schubspannungen im Wandbereich

Man erh�lt dann mit Gl��A���� und Gl��A���� f�r Gl��A�����
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Diese Gleichung gilt formal f�r laminare und f�r turbulente Grenzschichten� Im laminaren
Fall ergibt sich �tot aus dem Newton�schen Reibungsgesetz allein
 w�hrend im turbulenten
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Fall �tot um �t erweitert wird�
Formal l��t sich die Gl��A���� auch schreiben als�

�tot � �� � �t�
�u

�y
� ��� �t�

�u

�y
�A����

mit

�t � �u
�v�

�u

�y

bzw� �t � �u
�v�

�u

�y

� �A����

Dabei ist �t die scheinbare kinematische Viskosit�t� Im Gegensatz zur kinematischen Vis�
kosit�t ist �t keine Sto�konstante
 sondern eine geometrie� und strmungsabh�ngige Orts�
funktion� Die Hauptschwierigkeit in der Theroie der turbulenten Grenzschichten liegt im
Aufstellen von Formeln f�r �t� Um das oben angesprochene Schlie�ungsproblem f�r tur�
bulente Strmungen zu lsen
 mu� daf�r ein Zusammenhang zwischen der turbulenten
Schwankungsbewegung und der mittleren Bewegung der Grundstrmung gefunden werden�
Ein Zusammenhang ist bisher nur auf empirischen bzw� halbempirischen Weg zu gewinnen
�Turbulenzmodellierung��

A���� Der Wandbereich

Strmungen im Wandbereich sind von entscheidender Bedeutung� Auf Grund der verschwin�
denden Tangentialgeschwindigkeit herrscht hier ein scharfer �bergang zwischen laminarer
und vollturbulenter Strmung� Der Abstand von der Wand
 in dem diese �berg�nge erfol�
gen ist zwar gering
 doch erfolgen hier die gr�ten Ver�nderungen der Strmungsparameter�
Diese gro�en Ver�nderungen in einem kleinen Bereich bringen gewisse Schwierigkeiten in
der Modellierung mit sich� Es bedarf betr�chtlich mehr Aufwand universelle Modelle f�r
�bergangsstrmungen zu entwickeln
 als es f�r rein turbulente Strmung der Fall ist� Das
ist auch ein Grund
 warum die meisten Modelle nur f�r gro�e Reynoldszahlen geeignet sind�
F�r die Wandregionen wurden Funktionen ermittelt
 die auf der eindimensionalen Strmung
und empirischen Beobachtungen beruhen� Da die gesamte Schubspannung �tot im Wandbe�
reich konstant ist ���
 gilt�

�

�y
��tot� � � � �A����

Nach der Mischungsweg�Hypothese von Prandtl ��� erh�lt man f�r die turbulente Schubspan�
nung�

�t � l�
�����dudy

����� dudy �A����

Dabei ist l die Mischungswegl�nge� Mit einem positiven Ausdruck du�dy ergibt sich f�r
Gl��A�����

�t � l�
�
du

dy
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F�r die gesamte Schubspannung �tot ergibt sich somit�

�tot � �
du

dy
� l�

�
du

dy

��
� �A����

Zur Verallgemeinerung werden dimensionslose Gr�en folgender Form eingef�hrt�

y� �
u�y

�
�A����

l� �
u� l

�
�A����

u� �
u

u�
� �A����

Dabei ist die Schubspannungsgeschwindigkeit u� ��� de�niert als�

u� �

s
�tot


� �A����

Man erh�lt dann f�r die Gl��A�����

du�

dy�
� l�

�

�
du�

dy�

��
� � � �A����

Mit einer geeigneten Modellierung von l�	y�
 stellt diese Gleichung eine Di�erentialgleichung
f�r die Geschwindigkeitsverteilung u�	y�
 dar� F�r y� � � und y� �	 sind auch Angaben
ohne Modellierung mglich ����
a�reinviskose Schicht� y� � �
Unmittelbar an der Wand mu� die turbulente Schwankungsbewegung verschwinden� Damit
wird l� � �� Daher lautet Gl��A���� f�r die reinviskose Schicht�

u� � y� f�r y� � � � �A����

b�vollturbulente Schicht� y� �	
Mit y� �	 wird nun derjenige Bereich der Strmung gekennzeichnet
 in dem die Viskosit�t
gegen�ber dem turbulenten Impulsaustausch keine Wirkung mehr besitzt� Daher kann der
erste Term auf der linken Seite der Gl��A���� vernachl�ssigt werden� Au�erdem mu� die
Funktion l�	y�
 von der Viskosit�t unabh�ngig sein� Dies ist der Fall
 wenn l� proportional
zu y� ist� Also gilt in diesem Bereich�

l� � 	y� � �A����

Dabei ist 	 eine universelle Konstante� Sie wird K�rm�n�Konstante ��� genannt und hat den
Wert 	 � ���� �es wird auch der Wert 	 � ���� verwendet ������ Damit erh�lt man f�r Gl�
�A�����

du�

dy�
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	y�
f�r y� �	 � �A����
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Die Lsung erh�lt man nach einmaliger Integration zu�

u� �
�

	
ln y� � C f�r y� �	 � �A����

Diese Gleichung nennt man auch universelles logarithmisches Wandgesetz ���� der turbulen�
ten Geschwindigkeitsverteilung� Formal kann man diese Gleichung auch schreiben als�

u� �
�

	
ln �Ey�� f�r y� �	 � �A����

E ist dabei ein empirischer Koe�zient mit E � ��� ��� f�r glatte W�nde �C � 	�	�	��� �����
Je nach Gr�e von y� l��t sich nun der Geschwindigkeitsverlauf in drei Bereiche unterteilen�

viskose Unterschicht � � y� � 	
�bergangsschicht 	 � y� � ��
vollturbulenter Wandbereich �� � y� �

Eine Funktion f�r den Wandbereich
 die sowohl f�r die viskose Unterschicht �y� � 	�
 dem
�bergangsbereich �	 � y� � ��� und dem vollturbulenten Bereich �y� � ��� G�ltigkeit
besitzt
 stellt das Reichardt�sche Gesetz ��� dar� Dieses ist de�niert als�

u� �
�

	
ln�� � ���y�� � ����� � e�

y�

�� � y�

��
e��	��y

�

� Reichardt�sches Gesetz ��A����

Geht man vom nat�rlichen Logarithmus zum Zehnerlogarithmus �ber �lnx � ln �� lg x �
������ lg x�
 so ergibt sich mit 	 � ���� die Gl��A���� zu�

u� � 	��	 lg y� � 	�	 � �A����

In Abbildung A�� sind die experimentell ermittelten Verl�ufe der Wandgesetze dargestellt�
Man erkennt dabei einen geradlinigen Verlauf ab y� � ��� W�rde diese Gerade aber bis
zum Wandabstand y� � � weiter verwendet werden
 so ergebe sich in der Wandung eine
Geschwindigkeit ungleich Null� Diese mu� auf Grund der Haftbedingung ��� aber gleich Null
sein� In unmittelbarer Wandn�he ist die Geschwindigkeit proportional dem Wandabstand�
Dieser Verlauf ist aber nur f�r die Unterschicht mit �y� � 	� g�ltig�

Abbildung A��� Darstellung der Wandgesetze
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A� Turbulente Strmung

Bei der turbulenten Strmung an einer rauhen Wand werden neben der z�hen Schubspan�
nung auch noch Tangentialkr�fte auf die Wand �bertragen ����� Diese r�hren von den Fl�s�
sigkeitsdr�cken auf die Rauhigkeitserhebungen her� Diese Druckkr�fte knnen unter Um�
st�nden die Z�higkeitskr�fte �bertre�en� Beide Kr�fte werden zu einer resultierenden Rei�
bungskraft zusammengefa�t� Ein unmittelbarer Ein�u� der Rauhigkeiten macht sich aber in
der Regel nur in der Unterschicht bemerkbar
 deren Dicke etwa den Rauhigkeitserhebungen
entspricht� F�r die mittlere Geschwindigkeitsverteilung an einer rauhen Wand ist Gl��A����
ebenfalls g�ltig� Es �ndert sich nur die Bestimmung der Integrationskonstanten�

A���� Eigenschaften der Grundgleichungen

Hier sollen die wichtigsten Eigenschaften der Grundgleichungen f�r die turbulente Strmung
dargestellt werden ����

�� Die Grundgleichungen werden bez�glich eines ortsfesten Kontrollraumes formuliert
 so
da� sich in einem betrachteten Kontrollvolumen zu verschiedenen Zeiten verschiedene
Fluidteilchen be�nden �Eulersche Betrachtungsweise��

�� Aus dem Newton�schen Grundgesetz der Mechanik und dem Prinzip des Kr�ftegleich�
gewichts an einem Kontrollvolumen folgt die vektorielle Impulsgleichung� Unter Be�
r�cksichtigung der Stokes�schen Annahmen hei�en diese Gleichungen Navier�Stokes�
Gleichungen� Diese sind nichtlineare partielle Di�erentialgleichungen�

�� Der Druck in den Navier�Stokes�Gleichungen entspricht dem thermodynamischen Druck
�Vernachl�ssigung der Kompressionsz�higkeit��

�� Bei turbulenten Strmungen werden alle abh�ngigen Variablen in zeitliche Mittelwer�
te und zugehrige Schwankungsgr�en aufgeteilt� Anschlie�end werden die Grundglei�
chungen einem Mittelungsproze� unterzogen�

�� In diesen Gleichungen treten durch den Mittelungsproze� weitere Unbekannte auf�
Damit ist die Zahl der Unbekannten gr�er als die Zahl der Gleichungen �Schlie�ungs�
problem��

�� Das Gleichungssystem kann durch Hinzunahme weiterer Gleichungen geschlossen wer�
den� Man spricht dann von sogenannten Turbulenzmodelle� Sie kommen bis heute
nicht ohne empirische Daten aus�

A�� Gr��en der Turbulenz

Ein Ma� f�r die Intensit�t der Turbulenz einer Strmung gibt der sogenannte Turbulenzgrad
wieder� Dieser ist de�niert zu�

Tu �

vuut �k

�u��
�

vuut�u��� � �v��� � �w���

�u��
� �A����

Dabei ist u� die ungestrte Anstrmgeschwindigkeit� In turbulenten Strmungen hat der
Turbulenzgrad Werte von etwa Tu � ���� Bei Tu � ��	 � ���� spricht man von turbulenzar�
men Stmungen ���� Bei isotroper Turbulenz gilt�

u� � v� � w� � �A����
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A� Turbulente Strmung

Isotropie bedeutet also gleiches Turbulenzverhalten in alle Richtungen� F�r den Turbulenz�
grad bei isotroper Turbulenz gilt dann aufgrund Gl��A�����

Tu �

q
�u���

u�
� �A����

Ein typisches Turbulenzfeld hat ein gro�es L�ngen� und Zeitspektrum� Es ist daher zweckm��
�ig dieses Spektrum in einen gro�en �g�
 mittleren �m� und kleinen �k� Bereich einzuteilen�
Die dementsprechenden Reynoldszahlen lauten ����

Reg � 
ug�g
�

�A����

Rem � 
um�m
�

�A����

Rek � 
uk�k
�

� �A����

Dabei mu� Rek � Rem � Reg gelten� Die Grundstrmung ist charakterisiert durch�

Re � 
u�

�
� �A����

Bei der Produktion der Turbulenz herrschen zun�chst niedrige Frequenzen �gro�e Turbu�
lenzelemente� vor� Diese sind die Haupttr�ger der kinetischen Energie� Infolge der Schwan�
kungsbewegung kommt es allm�hlich zum Zerfall der gro�en Turbulenzelemente in kleinere�
Dieser Kaskadenproze� ��� setzt sich fort
 bis die Elemente so klein sind
 da� die kinetische
Energie unter der Wirkung der molekularen Viskosit�t dissipiert� Dieser Vorgang spielt sich
also in Bereichen hoher Frequenzen �kleine Turbulenzelemente� ab� In diesem Bereich ist die
Turbulenz bei hohen Reynoldszahlen isotrop� Sie besitzt dann einen Gleichgewichtszustand�
Die gro�en Turbulenzelemente entstehen auf Grund Instabilit�ten der Grundstrmung� Da�
bei entziehen diese Turbulenzwirbel von der Grundstrmung die Energierate G� Aus einer
Dimensionsanalyse folgt�

G  ug
�

�g
� �A����

Die gro�en Turbulenzelemente haben eine Zahl wichtiger Eigenschaften�

� sie sind streng anisotrop


� sie korrelieren stark mit der Grundstrmung ��g  �� ug  u�


� sie sind hauptverantwortlich f�r turbulenten Austausch


� sie beinhalten den gr�ten Teil der gesamten kinetischen Turbulenzenergie�

Die mittleren Elemente sind durch die mittleren L�ngen� und Zeitgr�en charakterisiert�
Sie sind weniger ausgerichtet als die gro�en Elemente� Ihre haupts�chliche Aufgabe ist der
Turbulenzenergietransfer zu den kleineren Wirbeln� Sonst sind sie nicht f�r den Turbu�
lenzproze� bestimmend� Au�erdem beanspruchen sie nur einen geringen Teil der gesamten

��



A� Turbulente Strmung

Turbulenzenergie�
Die kleineren Elemente werden durch die dementsprechenden Gr�en charakterisiert� Sie
haben die Aufgabe die kinetische Energie zu dissipieren� Dabei wird die von den mittleren
Turbulenzelementen erhaltene Energie in W�rme umgewandelt� Die kleinen Elemente sind
daher hoch viskos und isotrop� Die Strmungsgr�en korrelieren direkt mit den Sto�werten
des Fluids  und � und mit der Dissipationsrate � ���� Man kann sich die Dissipations�
rate � als die Schwankungen der Spannungskomponenten mit der jeweils dazugehrenden
Form�nderungsgeschwindigkeit multipliziert vorstellen �����

uk �
�
��



����
�A����

�k �
�

�

����

����
�A����

Setzt man nun die beiden Gleichungen �A���� und �A���� in die Reynoldszahl Gl��A���� ein

so erh�lt man�

Rek � 
uk�k
�

� 

�
��
�

���� � �
�����

����
�

� � � �A����

Das best�tigt die Behauptung einer kleinen Reynoldszahl und hohen Viskosit�t� Aus der
Gleichung l��t sich erkennen�
je gr�er �
 desto kleiner die Elemente� Somit ist die physikalische Gr�e der kleinen Elemen�
te abh�ngig von der Dissipationsrate �� Diese wird durch die Energierate G bestimmt� Diese
versorgt das Turbulenzfeld mit kinetischer Energie� In Strmungsbereichen mit kleinem
Energietransfer herrscht ein Gleichgewicht zwischen Energierate G und der Dissipationsrate
� �Dissipation ! Produktion�
 d�h��

� � G  ug
�

�g
�A����

In solchen Strmungsbereichen spricht man von einem lokalen Gleichgewicht� Bei diesen Aus�
sagen wurde ein vollentwickeltes Turbulenzfeld angenommen� In diesem Fall ist Reg � ����
Man spricht dann von einer Turbulenz mit gro�er Reynoldszahl� In einem ausgepr�gten Tur�
bulenzfeld ist ein gro�er Unterschied zwischen gro�er und kleiner Reynoldszahl gegeben� Sie
besitzen keine direkte Wechselwirkung und sind daher voneinander unabh�ngig� Au�erdem
l��t sich zeigen
 da� die Viskosit�t und damit die molekularen Eigenschaften nur geringen
Ein�u� auf die gro�en Turbulenzelemente hat�
Mit den Gleichungen �A����
 �A���� und �A���� erh�lt man folgendes Verh�ltnis f�r die
charakteristischen Geschwindigkeiten�

uk
ug
� Reg

���� � �A����

Mit den Gleichungen�A����
 �A���� und �A���� erh�lt man das dementsprechende Verh�ltnis
f�r die L�ngengr�en�

�k
�g
� Reg

���� � �A����
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A� Turbulente Strmung

Das Zeitgr�enverh�ltnis erh�lt man dann mit diesen beiden Gleichungen �A���� und �A����
zu�

tk
tg
� Reg

���� � �A����

Diese Gleichungen zeigen
 da� der Unterschied zwischen gro�en und kleinen Gr�en um�
so gr�er ist
 je gr�er die Reynoldszahl Reg ist� Auf Grund des Spektrums ist es zweck�
m��ig eine kritische Reynoldszahl Rec einzuf�hren� Das ist jene Reynoldszahl
 bei der die
Turbulenz nur vor�bergehend ist� Die Turbulenz wird dann eingeteilt in ausgebildete und
vor�bergehende Turbulenz� Ist das Turbulenzfeld voll entwickelt
 so spricht man von gro�en
Reynoldszahlen
 im anderen Fall von kleinen�

A�
�� Ausgebildete Turbulenz

Bei der ausgebildeten Turbulenz gelten die vorher besprochenen Spektren� Die kleinen und
gro�en Wirbelelemente haben keine direkte Wechselbeziehung� Sie werden daher als stati�
stisch unabh�ngig ��� bezeichnet� Die kleinen Wirbelelemente werden von der Viskosit�t be�
stimmt� Die gro�en hingegen sind f�r die turbulente Wirbelentstehung von Bedeutung� Eine
solche Strmung zeigt nur eine geringe Emp�ndlichkeit auf die Ver�nderung der Reynolds�
zahl ���� F�r die Turbulenzmodellierung ist das eine wesentliche Vereinfachung�

A�
�� Vor	bergehende Turbulenz

Bei kleinen Werten von Reg herrschen Wechselwirkungen zwischen den kleinen und gro�en
Wirbelelementen� Die gro�en Wirbelelemente sind somit von der Viskosit�t des Fluids ab�
h�ngig� Diese Abh�ngigheit stellt in der Turbulenzmodellierung gro�e Probleme dar ����

A�
�� Eigenschaften der Turbulenz

Da die Turbulenz nicht einfach zu de�nieren ist
 sollen die wichtigsten Merkmale zusam�
mengefa�t werden ����

� An jeder Stelle einer Strmung herrscht Gleichgewicht zwischen Tr�gheits�
 Druck�

Reibungs� und Schwerkraft� Schwache Strungen der Strmung werden im laminaren
Fall von der Reibungskraft ged�mpft� Bei Erhhung der Geschwindigkeit nimmt die
Reibungskraft nicht so stark zu wie die �brigen Kr�fte� Sie ist dann zu klein um die
Strungen zu d�mpfen und es kommt zur turbulenten Strmungsform�

� Wesentliches Merkmal einer turbulenten Strmung ist eine unregelm��ige und zufalls�
bedingte Schwankungsbewegung� Diese ist der geordneten Grundstrmung �berlagert�
Die Schwankungsbewegung sorgt insbesonders f�r eine starke Vermischung in der Str�
mung quer zur Strmungsrichtung und damit f�r einen erhhten Impulsaustausch� Sie
hat auf die Grundstrmung die Wirkung von scheinbaren Reibungskr�ften�

� Obwohl eine turbulente Strmung stets instation�r ist
 spricht man dennoch von einer
station�ren turbulenten Strmung
 wenn die geordnete Grundstrmung von der Zeit
unabh�ngig ist�
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A� Turbulente Strmung

� Turbulenz ist ein nichtlineares
 zeitabh�ngiges und dreidimensionales Ph�nomen� Man
kann sich Turbulenz als Gewirr von Wirbelf�den vorstellen
 deren Streckung ein wich�
tiger Vorgang in der turbulenten Strmung ist�

� Die F�higkeit des Impuls�
W�rme�und Sto�austausches bei Turbulenz ist gr�er als
durch molekulare Di�usion�

� Turbulente Strmung ist durch eine Vielzahl an verstrickten Wirbeln unterschiedlicher
Gr�e charakterisiert� F�r diese unterschiedlichen Gr�en lassen sich L�ngen� und
Zeitgr�en de�nieren� Diese werden als Spektren bezeichnet�

� Die gr�eren Turbulenzelemente werden durch Instabilit�ten in der Grundstrmung
verursacht� Diese Elemente entziehen der Grundstrmung kinetische Energie und stel�
len so die f�r die turbulente Strmung notwendige Energie zur Verf�gung� Auf Grund
dieser Wechselbeziehung korrelieren die geometrischen und dynamischen Merkmale
der Grundstrmung mit denen der gro�en Elemente� Bei gro�en Reynoldszahlen sind
die kleinsten Elemente isotrop�

� Die gro�en Elemente ihrerseits werden instabil und brechen zusammen� Dabei geben
sie ihre kinetische Energie an die kleineren Elemente ab� Dieser Vorgang wird als
kinetische Energiekaskade ������� bezeichnet �Abbildung A����

Abbildung A��� Spektrale Verteilung der kinetischen Turbulenzenergie

W�rde die Energiezufuhr unterbrochen
 w�rde die Turbulenz schnell verfallen� Daher
braucht Turbulenz kontinuierliche Versorgung an kinetischer Energie� Der Kaskaden�
proze� setzt sich fort
 bis die Turbulenzelemente so klein sind
 da� die kinetische
Energie unter der Wirkung der molekularen Viskosit�t dissipiert
 also in innere Ener�
gie �bergef�hrt wird�

� Der Betrag der dissipierten Energie h�ngt von der Energiezufuhr der gro�en Elemen�
te ab
 w�hrend der Dissipationsvorgang durch das Verhalten der kleinen Elemente
bestimmt ist�

� F�r die Erkl�rung der Turbulenzentstehung mu� man die Strungsbewegungen im ein�
zelnen nachrechnen
 um herauszu�nden
 welche Formen von Strungen zur Turbulenz
f�hren und unter welchen Bedingungen diese auftreten knnen�
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Anhang B

Turbulenzmodellierung

B�� Warum Turbulenzmodellierung �

Es wurde bereits erw�hnt
 da� Turbulenz ein dreidimensionaler Vorgang ist� Will man die
exakte Lsung simulieren
 so sind die zeitabh�ngigen Navier�Stokes�Gleichungen zu lsen�
Diese beschreiben die Strmung vollst�ndig� Es sind somit keine weiteren Gleichungen oder
Rechenmodelle notwendig� Um diese sogenannnte direkte Turbulenzsimulation durchzuf�h�
ren
 w�ren aber unwirtschaftlich gro�e CPUs von Nten ���� Das soll im folgenden kurz
erkl�rt werden�
W�rde die exakte Berechnung erfolgen
 so m��te f�r jedes Strmungsproblem ein dreidi�
mensionales Netz erstellt werden� Weiters m��ten die Netze so feinmaschig sein
 da� die
kleinsten energiedissipierenden Turbulenzlemente erfa�t werden�
Es sei nun ein Strmungsabschnitt mit einer charakteristischen L�nge von �!�m vorhan�
den� Die Reynoldszahl soll dabei Re � 	�� betragen� In solch einer Strmung sind die
gr�ten Wirbelelemente ca� ein Zehntel der charakteristischen L�nge
 also �g � ���m� Mit
der Gl��A���� erh�lt man die charakteristische L�nge der kleinen Wirbel zu �k � �����m� F�r
die numerische Lsung w�rde das einen Knotenabstand von �mm bzw� ��Netzpunkte�m�

bedeuten� Die Knotenzahl w�rde dann mit Gl��A���� proportional Re��g und die Lsungszeit
dementsprechend unwirtschaftlich lange werden�

B�� Einteilung der Turbulenzmodelle

Aufgabe eines Turbulenzmodelles ist es
 den Zusammenhang zwischen turbulenter Schub�
spannung und Gr�en der mittleren Bewegung �z�B mittlere Geschwindigkeitskomponen�
ten� und deren Ableitungen �z�B turbulente kinetische Energie
 Dissipation� herzustellen�
Im allgemeinen handelt es sich dabei um partielle Di�erentialgleichungen� Enthalten diese
Gleichungen neue Unbekannte
 so sind weitere Modellgleichungen notwendig� Je nachdem
wieviele partielle Di�erentialgleichungen verwendet werden
 spricht man von�

� Null�Gleichungs�Modelle

� Ein�Gleichungs�Modelle

� Zwei�Gleichungs�Modelle �
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B� Turbulenzmodellierung

Handelt es sich beim Zusammenhang zwischen turbulenter Schubspannung und Gr�en der
mittleren Bewegung um eine algebraische Gleichunge
 so nennt man dieses algebraische Mo�
dell auch Null�Gleichungs�Modell ���� Die Zwei�Gleichungs�Modelle sind aufwendiger gestal�
tet als die Null�Gleichungs� und Ein�Gleichungs�Modelle� Das k�� Modell gehrt zu diesen
und soll auf Grund der h�u�gen und erfolgreichen Anwendung genauer beschrieben werden�

B�� Das k�� Turbulenzmodell

B���� Transportgleichung f	r die kinetische Energie k

Die Gleichung f�r die kinetische Turbulenzenergie k ist de�niert als�

k �
�

�
u�ju

�
j � �B���

Auf Grund der Einheit von k �m��s�� erkennt man
 da� es sich um die auf die Masse
bezogene mittlere kinetische Energie der Schwankungsbewegung handelt� Diese Gr�e ist
mit dem Turbulenzgrad verkn�pft ���� Die exakte Gleichung der mechanischen Energie der
Schwankungsbewegung �k�Transportgleichung� hat die Form �����
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I� konvektiver Transport von kinetischer Energie der turbulenten Schwankungen
durch die Hauptbewegung

II� konvektiver Transport von Turbulenzenergie durch die Schwankungsbewegung
III� Produktion von Turbulenzenergie
IV� Leistung der z�hen Schubspannungen der turbulenten Bewegung
V� Dissipation infolge der turbulenten Bewegung

Die Abk�rzung k� ist dabei�

k� �
�

�
u�ju

�
j � �B���

Diese exakte k�Gleichung enth�lt Korrelationen
 die nicht bekannt sind� Diese m�ssen durch
bekannte Gr�en wie die mittleren Geschwindigkeiten modelliert werden
 da man sonst nicht
zu einem geschlossenen Gleichungssystem gelangt� Zun�chst wird die Gl��B��� auf folgende
Form gebracht�
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B� Turbulenzmodellierung

I� konvektiver Transport
II� turbulente Di�usion
III� Produktion
IV� laminare �molekulare� Di�usion
V� Dissipation �

Der Term II �turbulente Di�usion� wird modelliert durch�

� �

�xi
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F�r das turbulente Di�usionsglied wird angenommen
 da� der k�Transport der Di�usion
proportional dem Gradienten von k ist� Dabei ist Prk die Prandtlzahl f�r die turbulente
kinetische Energie und wird als konstant angenommen� Der Ausdruck �t ergibt sich nach
Durchf�hrung einer Dimensionsanalyse �Kapitel � auf Seite ���� Die ma�geblichen Gr�en
der Turbulenz sind beim k�� Modell die kinetische Energie k und die Dissipation �� Die
Dimensionsmatrix hat dann folgendes Aussehen�

� k �

L � � �
T �� �� ��

Das Gleichungssystem f�r ein dimensionsloses Produkt lautet dann�

�� � ����� � � �B���

���� ����� � � �B���

�B���

F�r diese beiden Gleichungen erh�lt man mit � � � und Einf�hrung eines dimensionslosen
Faktors CD�

�t � CD
k
�

�
� �B���

Man hat nun eine Beziehung f�r �t in direkter Abh�ngigkeit von k und �� Der Faktor CD

kann in vielen Strmungen konstant gehalten werden� F�r die turbulenten Reynoldsspan�
nungen wird der Ansatz nach Boussinesq verwendet� Er beruht darauf
 da� die Spannungen
proportional den Deformationsgeschwindigkeiten gesetzt werden� Es wird vorausgesetzt
 da�
analog zum molekularen Impulstransport der turbulente Impulstransport proportional dem
Gradienten der Grundstrmung ist� Im laminaren Fall gilt f�r die viskose Spannung�
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Auf analoge Weise erh�lt man bei turbulenter Strmung f�r die Reynoldsspannungen eine
gute N�herung ����
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B� Turbulenzmodellierung

Das letzte Glied ist notwendig
 da die Summe der Normalspannungen �k ergeben mu�� Auf
Grund der Kontinuit�tsgleichung w�rde diese Summe sonst Null ergeben� Im Gegensatz zur
laminaren Gr�e � ist die entsprechende Gr�e der turbulenten Strmung �t keine konstante
Sto�gr�e
 sondern eine von der Strmung abh�ngige Ortsfunktion�
Der Dissipationsterm V wird mit � bezeichnet� Dieser ist gesteuert durch den �bergang von
gr�eren zu den kleineren Wirbeln� Mit den oben angef�hrten Modellierungen erh�lt man
folgende Transportgleichung f�r die kinetische Energie k�
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Einen allgemeinen Verlauf der kinetischen Energie k im Wandbereich ��� zeigt Abbildung
B���

Abbildung B��� k�Pro�l im Wandbereich

B���� Transportgleichung f	r die Dissipation �

Die Dissipationsrate � ist wie in Gl��B��� bereits de�niert�
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Die exakte Form der ��Transportgleichung kann man in folgender Form anschreiben �����
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B� Turbulenzmodellierung

I� konvektiver Transport
II� Produktion der Wirbelstreckung der mittleren Bewegung
III� Produktion der Wirbelstreckung der Schwankungsbewegung
IV� �nderung durch die Z�higkeit
V� Di�usion der turbulenten Schwankungen
VI� Di�usion von � durch Druckschwankungen
VII� Produktion durch die Hauptbewegung
VIII� viskose Di�usion

Auch hier treten wie bei der k�Transportgleichung neue unbekannte Korrelationen auf
 die
durch Modellannahmen ausgedr�ckt werden m�ssen� Zun�chst sollen aber die Gr�enord�
nungen der einzelnen Terme abgesch�tzt werden ����� Der Term III �Produktion der Wir�
belstreckung der Schwankungsbewegung� ist sehr viel kleiner als der Term II �Produktion
der Wirbelstreckung der mittleren Bewegung�� Daher ist dieser Term bei gro�en Reynolds�
zahlen zu vernachl�ssigen� �hnliches gilt auch f�r die Terme VI �Di�usion von � durch
Druckschwankungen�
 VII �Produktion durch die Hauptbewegung� und VIII �viskose Di�u�
sion�� Der Term II wird folgenderma�en modelliert�
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Der Term IV ��nderung durch die Z�higkeit� wird modelliert durch�
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Der Term V �Di�usion der turbulenten Schwankungen� wird angesetzt mit�
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Dabei sind C� und C� empirische Konstanten� Pr� wird als Prandtlzahl der Dissipation
bezeichnet� Sie ist ebenfalls eine Konstante�
Einen allgemeinen Verlauf der Dissipation � im Wandbereich ��� zeigt Abbildung B���

Abbildung B��� ��Pro�l im Wandbereich
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B� Turbulenzmodellierung

F�r die modellierte Form der ��Transportgleichung erh�lt man dann die Form�
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B���� Das vollst�ndige k�� Modell

Der Nachteil der Zweigleichungsmodelle ist
 da� eben um diese mehr Gleichungen zu lsen
sind und die Komplexit�t dadurch erhht wird� Dies Bedarf auch eines hheren Rechenauf�
wandes� Das Modell ist nicht linear und au�erdem bestehen enge Verbindungen zwischen
den einzelnen Transportgleichungen� Daher werden nicht immer konvergierende Lsungen
erreicht�
Mit den Transportgleichungen f�r k und �
 den beiden �drei� gemittelten Bewegungsglei�
chungen und der Kontinuit�tsgleichung ergeben sich nun f�nf �sechs� Gleichungen f�r die
f�nf �sechs� Unbekannten u
 v
 �w�
 p
 k und �� F�r nichtisotherme Strmung erweitern sich
diese Gleichungen um temperaturabh�ngige Terme� Diese werden in analoger Weise model�
liert� Zusammenfassend sollen die verwendeten Gleichungen f�r dieses Modell dargestellt
werden�
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Das k�� Turbulenzmodell wurde f�r viele Anwendungen getestet
 um die einzelnen Faktoren
zu optimieren� F�r spezielle Probleme knnen die folgenden Werte nat�rlich abweichen� Die
Werte der allgemein verwendeten Konstanten sind in der Tabelle B�� dargestellt�

CD C� C� Prk Pr�
���� ���� ���� ���� ����

Tabelle B��� Konstanten f�r das Standard k�� Modell
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