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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die ebene axial-symmetrische kompressible turbulente
Stromung durch eine Vollabyrinthdichtung. Dabei wurde die Rotation des Laufers vernach-
lassigt. Die Stromung wurde mit Turbulenzmodellen des Programmpaketes FIDAP 7.52
mit Hilfe der Methode der Finiten-Elemente simuliert. Die dabei auftretenden Probleme
der Netzerstellung, das Rechenverfahren und die Losungsstrategie werden diskutiert. Zur
Verifizierung der Rechenergebnisse werden Mefergebnisse an einer am Institut vorhanden
Einrichtung herangezogen. Die Abmessungen des zur Berechnung verwendeten Modelles ent-
sprechen der Dichtung am Priifstand.

Am Priifstand wurden bei dieser Dichtung Leckmassenstrome fiir Druckverhiltnisse von
m = 1.1 — 2.0 gemessen. Jenes konvergierende Modell, welches den geringsten relativen Feh-
ler bezogen auf die Messung aufweist, wurde zu einer Parameterstudie herangezogen. Dabei
wurden die Spaltweite, die Dichtstreifenbreite und der Rotordurchmesser konstant gehal-
ten. Die Bauhéhe und die Teilung wurden variiert. Mit den erhaltenen Ergebnissen wurden
dimensionslose Kennzahlen gebildet, die durch Dimensionsanalyse erhalten wurden. Diese
sind in Diagrammen zusammengefafst, wobei sich teilweise optimale Geometrieverhaltnis-
se ablesen lassen. Als optimales Verhéltnis ist jenes definiert, bei dem sich ein minimaler
Leckmassenstrom ergibt. Weiters laft sich mit den erhaltenen Ergebnissen die bestehende
Dichtung deutlich verbessern. Vor allem durch das Verdndern des Verhéltnisses Spaltweite
zu Bauhohe kann der Leckmassenstrom beeinflufit werden.

Einleitend sind die bereits bekannten kostruktiven Mafknahmen zur Erzielung einer opti-
malen Dichtwirkung (Geometrie) angefiihrt. Auch sind in dieser Arbeit in der Literatur
verwendete Verfahren zur Berechnung des Leckmassenstromes von Vollabyrinthdichtungen
aufgezahlt. Es werden verschiedene Durchflufibeiwerte bzw. -funktionen zur Bestimmung des
Durchflusses verwendet. Dabei fallt auf, daf die meisten Durchfluffunktionen unabhéngig
von der Dichtungsgeometrie sind. Zur Bewertung der Rechenverfahren wurden die berech-
neten mit den am Institut gemessenen Werte verglichen und als relativer Fehler dargestellt.
Dabei treten zum Teil erhebliche Abweichungen auf. Die Beiwerte wurden ineinander um-
gerechnet und in Tabellenform dargestellt.

Um die Problematik der Turbulenzmodellierung aufzuzeigen, wurde die ebene stationdre
inkompressible turbulente Stromung beschrieben und die dafiir notwendigen Gleichungen
(Reynoldsgleichungen) ausgehend von den Navier-Stokes-Gleichungen hergeleitet. Weiters
wird das hiufig angewendete k- Turbulenzmodell fiir eine solche Strémung erliutert.
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a [m] Bauhohe

A [m?] Flache

b [m] Dichtstreifenbreite

¢ [m/s] Durchflufgeschwindigkeit

¢ [J/kgK]  spezifische Warmekapazitét

C [1] empirische Konstante
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d [m] Durchmesser

dy, [m] hydraulischer Durchmesser

D, [m] mittlerer Spaltdurchmesser

Drotor [m] Rotordurchmesser

Dsiator [m] Gehausedurchmesser

E 1] empirische Konstante

f [m?] Strahlquerschnitt

fsp [m?] geometrische Spaltflache

F [%] relativer Fehler

F 1] Funktion des Druckverhaltnisses
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k [m?/s?] kinetische Energie je Masseneinheit
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m [kq/s] Massenstrom

Mideal [kq/s] Massenstrom durch eine ideale Diise
Mgemessen K9/ ] Massenstrom durch das Labyrinth
M [kg/kmol] Molmasse

Ma 1] Machzahl

P [N/m?] Druck

Pry, 1] Prandtlzahl der turbulenten kinetischen Energie
Pr. 1] Prandtlzahl der Dissipation
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Kapitel 1

Einleitung und Aufgabenstellung

Im thermischen Turbomaschinenbau werden hauptséchlich berihrungsfreie Dichtungen (La-
byrinthdichtungen) eingesetzt. In Sonderfallen werden auch andere Bauarten verwendet.
Wihrend des Betriebes der Turbomaschinen herrschen hohe Umfangsgeschwindigkeiten und
meistens auch hohe Temperaturen vor. Bei herkbmmlichen berihrenden Dichtungen wiirden
daher grofe Gleitgeschwindigkeiten auftreten. Mit dem Einsatz von beriihrungsfreien Dich-
tungen werden die bei beriihrenden Dichtungen notwendige Schmierung und auftretende
Reibungsverluste vermieden. Weiters kann die Dichtung unabhéngig von der Betriebstem-
peratur gewdhlt werden. Diesen Vorteilen der berithrungsfreien Dichtungen stehen einige
Nachteile gegeniiber. Diese liegen in den zumeist hoheren Investitionskosten gegeniiber den
Beriithrungsdichtungen und der notwendigen Aufrechterhalterhaltung des kleinen Spiels zwi-
schen Stator und Rotor. Auferdem sind diese Dichtungen auf Grund ihrer Wirkungsweise
nicht vollstandig dicht. Die Leckageverluste sind von einigen Einfluligréfen, u.a. von der
Geometrie, abhéngig. Fine optimale Anordnung kann die Verluste deulich reduzieren, wes-
halb der genauen Berechnung dieser Verluste besondere Aufmerksamkeit zukommen soll.
Durch die Verfeinerung der Auslegungs- und Wirtschaftlichkeitsberechnungen der heutigen
Zeit ist dieser Aufwand sicherlich gerechtfertigt.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit soll zunéchst eine Literaturstudie beziiglich der kostrukti-
ven Mafnahmen zur Erreichung einer optimalen Geometrie von Vollabyrinthen, einer Grund-
form von Labyrinthdichtungen, betrieben werden. Fiir die Berechnung des Leckmassenstro-
mes solcher Dichtungen liegen verschiedene Durchfluftfunktionen vor. Diese sollen aufgezahlt,
abgeleitet und beschrieben werden. Weiters sind die in den Funktionen auftretenden Durch-
flulsbeiwerte ineinander umzurechnen.

Fiir Vollabyrinthe sollen optimale Geometrieverhaltnisse gefunden werden. Dazu sind durch
Dimensionsanalyse die die Stromung durch eine solche Dichtung kennzeichnenden Kennzah-
len herzuleiten. Zur Beschreibung der ebenen stationédren turbulenten kompressiblen Stro-
mung steht ein nichtlineares Differentialgleichungssystem zur Verfiigung. Dieses System soll
mit Hilfe der Methode der Finiten-Elemente gelost werden. Fiir die Berechnung steht dabei
das Programmpaket FIDAP 7.52 zur Verfligung. Dieses Programmpaket bietet verschiedene
Kombinationen von Turbulenz- und Wirbelviskositatsmodellen an. Es sollen einige solcher
Kombinationen getestet und das Turbulenzmodell ermittelt werden, das die geringsten Ab-
weichungen von am Priifstand ermittelten Durchflufbeiwerten einer bestimmten Geometrie
aufweist. Weiters sollen die Unterschiede der verwendeten Turbulenz- und Wirbelviskosi-
tatsmodelle ausgearbeitet werden.

Die stationédre inkompressible turbulente Strémung soll beschrieben werden. Auferdem ist
das hiufig verwendete k-¢ Modell fiir diese Stromung zu erléutern.



Kapitel 2

(Geometrie von Labyrinthdichtungen

2.1 Arten von beriihrungsfreien Dichtungen

Wihrend frither bei kleineren Umfangsgeschwindigkeiten noch als Stopfbiichsen bezeich-
nete Beriihrungsdichtungen verwendet wurden, werden heute hauptsichlich beriihrungs-
freie Dichtungen eingesetzt [19]. Nach Trutnovsky [18] unterscheidet man grundsétzlich drei
Grundformen von beriihrungsfreien Dichtungen:

e Spaltdichtung (glatter Spalt)
e Labyrinthspaltdichtung (Durchblicklabyrinth)
e Labyrinthdichtung (Vollabyrinth)

Wihrend der glatte Spalt {iber die ganze Lange einen konstanten bzw. stetig veranderlichen
Durchlalquerschnitt besitzt, besteht das Labyrinth aus aufeinanderfolgenden weiten und
engen Querschnitten (Abbildung 2.1). Diese entstehen durch Ineinandergreifen der beiden
Turbomaschinenteile Welle (Rotor) und Geh&duse (Stator). Bei Labyrinthspaltdichtungen
stehen sich glatte und genutete Fliachen derart gegeniiber, dat nur noch kurze, auf gleichem
Durchmesser angeordnete Spaltstrecken bestehen. Bei dieser Grundform wird noch zwischen
ein- und doppelseitiger Labyrinthspaltdichtung unterschieden.

Abbildung 2.1: Grundformen beriihrungsfreier Dichtungen [19]

Im Hinblick auf die Spaltanordnung unterscheidet man die axiale, die radiale und eine
Kombination dieser beiden, die axial-radial dichtende Bauart (Abbildung 2.2). Dabei sind
die axialen Bauarten weniger empfindlich gegen radiale Wellenausschlédge und die radial
wirkenden Dichtungen unempfindlicher gegen axiale Warmedehnungen der Welle.
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Abbildung 2.2: Bauarten beriithrungsfreier Dichtungen [19]

Mit welchen Konstruktionen der Turbomaschinenbau das Dichtungsproblem zu lésen ver-
sucht, soll in Abbildung 2.3 dargestellt werden. Diese Abbildung zeigt verschiedene Kon-
struktionsbeispiele, hat aber keinen Anspruch auf Vollstandigkeit.

Abbildung 2.3: Konstruktionsbeispiele von Dichtungen [19]

2.2 Literaturiibersicht

Es wurde bereits viel Forschungsaufwand fiir die genaue Berechnung des Leckmassenstromes
betrieben. Dieser ist vom Gesamtdruckverhaltnis (Austrittsdruck zu Eintrittsdruck), vom
thermodynamischen Zustand vor der Labyrinthdichtung und von der Geometrie abhingig.
Oft sind die Zustande vor und nach der Dichtstrecke bereits vorgegeben. Zur Minimie-
rung des Leckmassenstromes (haufig auch als Spaltmassenstrom oder Lissigkeit bezeichnet)
bleibt somit nur noch die Variation der Geometrieparameter. Um die optimalen Parameter
zu finden, sind bisher aufwendige Versuche notwendig gewesen. Mit Hilfe der numerischen
Simulation soll der Aufwand wesentlich reduziert werden.

Winkler [19] gibt fiir Durchblickdichtungen an, daf die Verkleinerung der Spaltweite in

3



2. Geometrie von Labyrinthdichtungen 2.2 Literaturiibersicht

jedem Fall eine Verringerung des Leckmassenstromes bewirkt. Es ist jedoch aus Betriebssi-
cherheitsgriinden wenig sinnvoll, eine bestimmte Mindestspaltweite zu unterschreiten. Wei-
ters gibt Winkler an, dak die Drosselung am wirksamsten ist, wenn die Dichtstreifenbreite
unendlich klein ist, d.h. je weniger der Strahl im Drosselspalt gefiihrt wird. Aus Festigkeits-
griinden miissen jedoch nach Winkler Breiten von mindestens 0.2mm verwendet werden .
Dies bezieht sich auf Druckdifferenzen zwischen zwei Wirbelkammern von 1bar. Fiir hohere
Druckdifferenzen miissen stiarkere Bleche verwendet werden. Da die gréfiten Druckunter-
schiede am Ende der Dichtung auftreten, geniigt es bei Hochdruckdichtungen die letzten
Bleche verstarkt auszubilden. Eine méglichst scharfe Ausbildung der Drosselstegkanten ist
um so mehr anzustreben, je kleiner die Spaltweite ist. Bei tatsichlich scharfkantigem Rand
16st sich der Strahl ab und schniirt sich ein. Der Kontraktionsbeiwert, der vom Verhéltnis
Radius der Dichtspitze zu Spaltweite abhéngt, hat in diesem Fall seinen Kleinstwert. Diese
Erkenntnisse haben auch fiir Vollabyrinthe Giiltigkeit.

Hartmann [8] gibt ebenfalls eine Abhangigkeit der Lassigkeit von der Geometrie (Abbil-
dung 2.4) an. Die einfluireichste Grofe ist dabei die Spaltweite s. Die Spitzenbreite b ist
am wirkungsvollsten, wenn sie unendlich klein ist (siehe auch Winkler). Sie muf daher bei
der Suche nach der optimalen Geometrie nicht beriicksichtigt werden. Nach Hartmann sind
Starken von 0.2(0.1)mm moglich. Weitere Angaben nach Hartmann sind nur fiir Durchblick-
labyrinthe giiltig.

Stator \m Rotor

Abbildung 2.4: Abmessungen eines Vollabyrinthes

Trutnovsky [18] hat herausgefunden, dak bereits eine relativ geringe Anderung der Ober-
fliche vom glatten Spalt hin zu einer Labyrinthspaltdichtung eine starke Abnahme des
Leckmassenstromes bewirkt. Dabei spielt die Grofenwahl der Teilung ¢ eine wichtige Rolle.
Die giinstigste Teilung ist jedoch meist kleiner als die im Turbomaschinenbau iiblicherweise
gewahlte.

Keller [10] hat mit Luft den Kontraktionsbeiwert p eines Leckstrahles im Dichtungsspalt fiir
verschiedene Spaltgrofben untersucht. Dabei wurden Messungen in den einzelnen Kammern
fiir verschiedene Bauformen durchgefiihrt. Der Kontraktionskoeffizient ist fiir unterschiedli-
che Spaltweiten, wie oft félschlicherweise angenommen, nicht konstant. Der Kontraktions-
koeffizient erreicht bei verhdltnismékig groffem Spalt Werte von etwa p = 0.6, bei kleinen
Spalten bis g = 0.95. Mit anderen Worten, die Strahleinschniirung wird umso geringer
je kleiner die Spaltweite zwischen Dichtstreifen und Wandung ist. Die Stromung um eine
scharfkantigen Spaltkante wiirde nach theoretischen Berechnungen einen Kontraktionskoef-
fizienten g = 0.61 unabhéngig von der Spaltweite s ergeben. In Wirklichkeit ist nun diese
Kante bei stark vergroherter Betrachtung jedoch abgerundet. Bei Verkleinerung der Spalt-
weite auf praktisch vorkommende Werte wird die Abrundung relativ zur Spaltweite immer
grofer und die Forderung nach einer absolut scharfen Kante ist nicht mehr erfiillt. Infol-
ge der endlichen Breite des Dichtungsstreifens entsteht an der Stelle der Stromung um die
Kante allméhlich diejenige durch eine kleine Diise. Dabei wird die Einschniirung kleiner und
der Kontraktionskoeffizient p geht {iber in den groferen Diisenbeiwert.
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Martin [11] hat eine Durchflufigleichung auf Basis der Rohrstromung abgeleitet. Dann wur-
de der Widerstandsbeiwert A in Abhéngigkeit von der Geometrie untersucht (X ist bei gro-
fieren Reynoldszahlen unabhéngig von der Reynoldszahl). Zur Bestimmung der Funktion
A = f(s/a) mit t/a = konstant als Parameter wurden Durchflukmessungen fiir verschie-
dene Spaltdichtungen (auch fiir Vollabyrinthe) an einem ebenen Priifstand durchgefiihrt.
Dabei wurde die Bauhdhe @ konstant gehalten und die Spaltweite s variiert. Die Mekergeb-
nisse lassen eine Bestimmung der optimalen Bauform zu. Martin definiert diese als kiirzeste
Baulange bei gegebenen Durchmesser Dy, der abzudichtenden Welle, gegebener Lassigkeit
m sowie den gegebenen Zustandsgrofen vor und nach der Dichtstrecke. Die Vollabyrinth-
dichtung erreicht ihre giinstigste Grofe, wenn ein Verhéltnis von s/a & 0.25 eingehalten
wird. Vollabyrinthe werden von Martin als optimale Bauform angegeben. Werden jedoch
sehr grofe Verschiebbarkeiten in axialer Richtung benétigt, so kénnen andere Bauarten
(z.B Durchblicklabyrinthe) stromungstechnisch giinstiger sein. Bei Verschiebungen &ndert
sich die Kammergeometrie und somit der Durchflubeiwert. Die Auswahl der Bauform ist
auberdem von konstruktiven, fertigungs- und betriebssicherheitstechnischen Aspekten ab-
héangig.



Kapitel 3

Berechnung des Leckmassenstromes fur
Vollabyrinthe

3.1 Aufgabenstellung

Die Problemstellung kann folgendermaken definiert werden [16]. Gesucht ist der Leckmas-
senstrom m durch eine Folge von Drosselstellen der Anzahl z. Diese sollen einen Querschnitt
fsp besitzen, der sich berechnen laft zu:

fsp = Dpms fir s Dy, ) (3.1)

Dabei ist s die Spaltweite und D,,, der mittlere Durchmesser der Dichtflache. Dieser errechnet
sich zu:

. DStator + DRotor
B 2

Die Abmessungen einer Labyrinthdichtung sind in Abbildung 3.1 dargestellt. Weiters ist der
Druck pj vor der k-ten Drosselstelle und der Druck danach pyy; eingetragen.

p D - P
ekaLil

Stator

D, (3.2)

m Rotor

Abbildung 3.1: Abmessungen und Bezeichnungen

Eine Behandlung des Problems kann unter Anwendung der sogenannten Fannokurve (Ab-
bildung 3.2) erfolgen. Diese kann als der geometrische Ort aller Zustandspunkte im h-s
Diagramm definiert werden, die bei gegebenen Ausgangszustand und Leckmassenstrom in
einem Durchtrittsquerschnitt f moglich sind. Auf Grund der Massen- und Energiebilanz
kann man die Fannokurve angeben zu:

; 2(h. — h
% = % = konstant . (3-3)

Dabei schiatzt man zunéchst einen Wert von m und konstruiert fiir diesen mit dem gegebenen
Anfangszustand (Totalzustand) am Eintritt p. und v. die Fannokurve. Dabei ist p. der
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

Eintrittsdruck und v, das spezifische Volumen vor dem Labyrinth. Als Querschnitt kommt
dabei nicht die geometrische Spaltfliche aus Gl.(3.1), sondern der Strahlquerschnitt f in
Frage. Dieser berechnet sich zu:

f=afss . (3.4)

Dabei ist « die Durchflufizahl. Im ersten Spalt expandiert das Medium von p. isentrop auf
den Druck p}. In der Wirbelkammer wird die kinetische Energie verwirbelt. Diese Verwir-
belung erfolgt entlang einer Isobaren (d.h p| = p2), bis der Ausgangszustand der Enthalpie
am Eintritt h. wieder erreicht ist. Auf diese Weise gewinnt man die Zustandsénderungen
fiir jeden Spalt. Hat man nun m richtig gewahlt, so ergibt sich nach dem letzten Spalt der
vorgegebene Ausgangsdruck p, nach Abbildung 3.2. Tritt jedoch Schallgeschwindigkeit im
letzten Spalt auf, so erreicht man den mit S gekennzeichneten Zustand, worauf die weitere
Expansion bis p, erfolgt. St6ft man nicht auf den Druck p,, so ist das Verfahren solange zu
wiederholen, bis sich eine der obigen Ubereinstimmungen einstellt.

Pe P Py
h o h
e I S
< s |
L L /
5 Lo
© ©
= = -
a a
= =
pa
Fannokurve Fannokurve
Entropie s Entropie s

Abbildung 3.2: Fannokurve fiir unterkritisches und iiberkritisches Verhéltnis

In der Praxis ist ein Vorgehen nach dieser Methode sehr mithsam. Auferdem gibt es Ab-
weichungen der Zustdnde von dieser theoretischen Betrachtung. Deshalb versucht man, den
Spaltmassenstrom m mittels einfacheren Rechenverfahren zu bestimmen.

3.2 Rechenverfahren

3.2.1 Theoretische Verfahren
3.2.1.1 Verfahren nach Stodola

Zunichst soll der unterkritische Fall betrachtet werden. Stodola [16] néhert die Durchflufs-
geschwindigkeit ¢ in jedem einzelnen Spalt nach der im kompressiblen Fall bei kleinem Ap

c=1/2vAp (3.5)

7
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

Dabei ist Ap die Druckdifferenz und v das spezifische Volumen. Fiir den Spaltmassenstrom
erhdlt man dann mit G1.(3.5):

(3.6)

Nach einer einfachen Umformung der GI.(3.6) und einer Multiplikation mit p auf beiden
Seiten erhélt man die Form:

2\/

Nimmt man nun an, dafs die Eintrittsenthalpie vor jeder Drosselstelle gleich ist, und setzt

pAp =2 (;)2 : (3.7)

PEUE = Peve so ergibt sich fiir G1.(3.7):

pAp =" (@)2 : (3.8)

2 \/

Summiert man {iber alle z Spalten, so erhalt man:

> pAp= Zpgve (%)2 . (3.9)

Ersetzt man den Summenausdruck aus GI1.(3.9) naherungsweise durch ein Integral (3 p —
[ p, Ap — dp), so bekommt man:

/pdp = o _ ngve (%) : (3.10)

Aus dieser GI1.(3.10) 1akt sich dann mit Gl.(3.4) der Spaltmassenstrom fiir unterkritische
Verhiltnisse nach Stodola ndherungsweise berechnen zu:

m = afs, PP, I_QQfSp[ : (3.11)

Dabei ist das Gesamtdruckverhéltnis § definiert als Austritts- zu Eintrittsdruck:

M|
p=Le_= (3.12)
Pe m
Stodola berechnet den Leckmassenstrom auch fiir den Fall, daf im letzten Spalt Schall-
geschwindigkeit erreicht wird (dies ist nur im letzten Spalt moglich!). Dabei gilt fiir die
kritische Geschwindigkeit ¢*:

2K
* = 1V, . 3.13
o= (313

Das kritische Verhéltnis des spezifischen Volumens lautet:

Tt :( 2 )T . (3.14)

v* k41

8



3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

Fiir den Spaltmassenstrom aus GI.(3.6) erhdlt man mit G1.(3.13) und GI.(3.14):

1
2 w—1
. c 2K (m)
m = f;—f¢ﬁ+1pz—1vz—1T

2 - [ 26 [p.o1 B
f</i‘|’1) k41 Uz—1 fx PeUe ( )
K

Dabei ist k der Isentropenexponent und K eine Abkiirzung. Fiir die ersten (z — 1) Spalten

muf G1.(3.11) gelten. Nach Gleichsetzung mit GI.(3.15) erhdlt man:

2 2 _ 2
Peve (z — 1)peve

Aus dieser Gleichung kann man p,_; berechnen zu:

p?

2
_ 1
P =2 — 1) 11 (3:17)
Setzt man nun GL.(3.17) in G1.(3.15) ein, so folgt:
W= fK e f ! Le (3.18)
m = = _ | — . .
[K2(z — 1) + 1]pev. 247 — 1\ ve

Fiir einen Isentropenexponenten von £ = 1.4 (z.B. Luft) erhdlt man im {iberkritischen Fall
den Leckmassenstrom (K = 0.68)

\z+h ﬁ V= +113f5p[ ‘ (3.19)

Die Konstante 1.13 ist bei grofien Drosselstellenzahlen zu vernachléssigen. Hat die Strémung
ausgesprochenen Diisencharakter, so wird in manchen Fallen o & 1 zu setzen sein [18]. Damit
Schallgeschwindigkeit im letzten Spalt {iberhaupt auftreten kann, muf gelten:

Pa
Pz-1

< Beic - (3.20)

Dabei ist B,y das kritische Druckverhdltnis, bei dem Schallgeschwindigkeit erreicht wird.
Dieses Druckverhaltnis kann man schreiben zu:

Brrie = (KLQ?)T : (3.21)

Ist k = 1.4, so wird das kritische Druckverhéltnis (g,.;; = 0.5283. Durch Anwendung dieser
Gleichung in GI.(3.17) erhélt man:

1 078
\/](2(2_1)4_1 Vz+1.13

B < Brrit (3.22)

9



3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

Ist diese Bedingung erfiillt, so muf die Gleichung fiir iiberkritische Verhéltnisse GI1.(3.19) an-
gewendet werden. Bei gegebenem Druckverhéltnis § kann umgekehrt die Drosselstellenzahl
Zrrit bestimmt werden, bei der gerade Schallgeschwindigkeit auftritt:

Birie)? _
() -1 o
K 3?2
Die Stodolagleichungen ergeben in der Regel keine grofsen Fehler der Leckverluste. Sie sind
aber insofern unbefriedigend, da der Ubergang vom unterkritischen zum iiberkritischen Ver-
héaltnis nicht stetig verlduft. Als Grokenordnung des Einschniirbeiwertes gibt Stodola o = 0.8
an.

.13 . (3.23)

Zkrit =

3.2.1.2 Verfahren nach Egl:

Fyli [2] geht bei diesem Rechenverfahren von einer adiabaten Expansion durch eine Diise
aus. Die theoretische Ausflulimenge 1ékt nach der Gleichung von de Saint Venant berechnen

My, = Oz¢thf5p\/% : (3.24)

Dabei wird die Abkiirzung vy, als Frpansionszahl [18] bezeichnet. Diese 145t sich berechnen
Zu:

ZUu:

zz)m:ﬁQfl(ﬁ%—ﬂ“T“) mit f="0 (3.:25)

Diese Expansionszahl ¢y, vergleicht Fgli mit gemessenen Werten v einer scharfkantige Miin-
dung (=Blende) (x = 1.3). Dabei erkennt er, dak fiir Druckverhéltnisse 5 > 0.8 die Werte

fiir Diise und Blende nahezu iibereinstimmen.

LO 1717

©
™

© <
~ oo

Expansionszahl ¢
o
0

ool
0.0 02 04 06 08 1.0
Druckverhaeltnis f

Abbildung 3.3: Expansionszahl einer Diise und einer scharfkantigen Miindung

Die Stréomung durch mehrere hintereinandergeschaltete Drosseln stellt eine Wiederholung
der Stromung durch eine scharfkantige Miindung dar. Fiir die Lassigkeit eines vollkommenen
Labyrinthes gibt Fgli eine dhnliche Gleichung wie fiir die einzelne Drosselstelle an. Diese hat
die Form:

. Pe

m = o fsp o : (3.26)

€
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

Eqgli leitet dann die dimensionslose Funktion ¢ fiir mehrere Drosselstellen her. Dabei geht
er von der differentiellen Form der Energiegleichung fiir eine Diise aus:

1
§dc2 = —vdp : (3.27)

Fiir eine isentrope Expansion mit pv* = konstant erhdlt man GI.(3.27) nach einmaliger

c? K Pr+1 =
— = I — . 3.28
5 = PRV ( ( o ( )

Dabei ist pr der Druck am Diiseneintritt und pgi; der am Diisenaustritt. Setzt man nun
den Ausdruck Ap = pri1 — pr in das Druckverhéaltnis ein, so bekommt man durch Reihen-

Integration zu:

entwicklung:
= Ap\F “1Ap k-1 (Ap)’
(@ﬂ) :(H_ﬁ) S e «£)+”. . (3.29)
Pk Pk Ko Pk 265\ Pr

Mit diesem Ausdruck in GI.(3.28) eingesetzt erhélt man:
c? Ap 1 [(Ap ?
— = — — - — | — . . 3.30
5 PrVK o 2m (pk ) + (3.30)

Fiir Druckverhéltnisse pgy1/pr > 0.8 und somit Ap/pr < 0.2 kann der Term iiber der
geschwungenen Klammer vernachlassigt werden (fiir einen Isentropenexponenten « = 1.4

wird der Term kleiner als 0.0143), sodaf man fiir GI1.(3.30) erhalt:

2

% = —vAp = —vdp : (3.31)
Die Kontinuitétsgleichung fiir die Diise kann dann folgende Form angeschrieben werden:

—=— . (3.32)

Dabei ist v, das spezifische Volumen nach der isentropen Expansion. Diese erhilt man

durch die Zustandsgleichung pyvi® = p,v, = pre1v), bzw. nach einer Reihenentwicklung

und Vernachléssigung des Termes mit dem quadratischen Druckverhéltnis (siehe GI1.(3.30))

, 1A 1 {Ap)° 1A
U, = Uk 1___p_|_/<;—|— 2P + ... ] = v 1———p . (3.33)
K Pk 262\ pi K Pk

Alle Eingangszustidnde liegen auf einer Kurve gleicher Enthalpie. Man erhélt dafiir die Be-

ZUu:

ziehung:

PrUL = Pra1Vks1 = konstant ) (3.34)

11



3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

Setzt man nun GI1.(3.33) und GI.(3.34) in GI1.(3.32) ein, so erhdlt man folgende Gleichung;:

m\t_ 28p pAp
(7) o (1 _ %%) - pkvk( - %?f) : (3.35)

Die GI1.(3.35) soll nun in anderer Form geschrieben werden:

m\? 1 f21 (Ap)_ 2 (Ap) (3.36)

] Ax f kpr \Az/  prop \Az ' '
Dabei ist Az ein Teil der Dichtungsstrecke. Falls nun die Zahl der Drosselstellen geniigend
grofs ist, kann man Ap/Ax durch dp/dx ersetzen und die Gleichung(3.36) integrieren.

1 . 2 Ta . 2 2 pad 2 Pa
— (@) /d:z; — (@) —/—p =— /pkdp . (3.37)
Z f e f /ipe Pk pevepe

Integriert man nun diese Gleichung und setzt fiir (2, — x.)/Ax = z ein, so erhdlt man fiir
den Leckmassenstrom durch das Labyrinth:

s 1_62 Pe
m=c« zlnﬁ [ (3.38)

Fgli hat herausgefunden, dal sich mit der Konstanten 2/x = 1 vor In 8 anstatt 2/« fiir
eine kleinere Zahl von Dichtstreifen die Gleichung besser an die graphische Lésung der
Fannokurve anpafit. Bei groken Drosselstellenzahlen wird der logarithmische Term nahezu
bedeutungslos. Wiirde er ganz vernachléssigt werden, so kommt man auf die Gleichung nach
Stodola zuriick. Die endgiiltige Gleichung fiir den Spaltmassenstrom nach Fgli lautet dann:

m=a 1_ﬁ;h%[_ : (3.39)

3.2.1.3 Verfahren nach Kearton/Keh

Kearton/Keh |9] gehen von einer Stromung durch eine einzige Drosselstelle aus. Dabei soll
der Druck von p auf p+dp entspannen (dp ist negativ). Das mittlere spezifische Volumen der
Expansion ist naherungsweise v + dv/2. Die Durchflukgeschwindigkeit ¢ ist dann gegeben

durch den Ausdruck:
dv
c:\l 2(U+2)dp ) (3.40)

Fiir eine isentrope Stromung durch die Drosselstelle erhdlt man fiir die Durchflufigleichung:

‘ ¢—2(v—|—d7”)dp

v—l—dv:f v+ dv

i = f (3.41)

Als Vereinfachung wird eine isotherme Stromung angenommen. Messungen nach Winkler
[19] und Martin [11] zeigen, dak der Zustandsverlauf einer Entspannung durch Spaltstrecken

12



3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

durch eine Isenthalpe (dh = ¢,dT = 0), also durch eine reine Drosselung beschrieben wer-
den kann. Damit gilt fiir kalorisch ideale Gase (¢, = konstant) dT = 0, also isothermer
Zustandsverlauf. Man erhélt dann:

(p + dp)(v + dv) = pv = konstant : (3.42)

Fiir die G1.(3.41) bekommt man mit GI.(3.42):

dp

v+ L (p+dp)dp 14 4u1+<F
=42 2 = 4| —2—2&—Lpd . 3.43
\l v+ dv po 1_|_C€J_U v pap ( )

Auf Grund von Gl.(3.42) ergibt sich:
dv dp

— = 3.44
- (3.44)
Durch Anwendung dieses Verhaltnisses in Gl.(3.43) kommt man zur Form:
i L— 21+ o
— = |—2—r L pd . 3.45
7 J T (3.45)

Setzt man anstelle von p den Eintrittsdruck vor einer Drossel p; und fiir p 4+ dp den Aus-
trittsdruck pryy ein, so erhdlt man einen Ausdruck der Form:

2 j—
—pdp = TP (3.46)
Diesen Ausdruck wendet man in G1.(3.45) an. Das ergibt eine Gleichung folgender Form:

- 2 _ 2

m Py — Pria

— =\ . 3.47

7 R (3.47)
Dabei 1akt sich die Funktion Fj durch Reihenentwicklung darstellen als:

11— 4 dp 1 (dp\> 3 (dp\’
Fo=—2 e g P () S (3.48)
1—21 42 p o 2\p 4\p

Werte fiir F} sind in nachstehender Tabelle 3.1 angegeben.

Prr1/pr | Fr

1.00 1.00000
0.95 0.95116
0.90 0.90425
0.85 0.85872
0.80 0.81400

Tabelle 3.1: Werte der Funktion £}
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

Es sollen nun die zwei Falle des unterkritischen und iiberkritischen Verhaltnisses unterschie-
den werden. Im unterkritischen Fall soll die GI1.(3.47) iiber z Drosselstellen aufsummiert
werden. Man erhilt dann:

m p:—p:

1.00

0.98
0.96
N

092 R N N

Funktion F

0.90

0.88

0.86

0.84 ? ?
2 3 4 5 6 Y 8 9 10
Druckverhaeltnis m = 1/

Abbildung 3.4: F' als Funktion vom Druckverhéltnis und Drosselstellenzahl

Dabei ist F), eine gemittelte Funktion iiber alle F}, da diese unterschiedliche Werte auf
Grund unterschiedlicher Druckverhéltnisse 3y besitzen. Es 1aft sich F), ermitteln mit:
z .1

— == . 3.50
[ (3.50)

Auf Grund der geringen Abweichung zwischen dem berechneten Wert F,,, und einem auf
das Gesamtdruckverhdltnis basierenden Wert [, kann dieser fiir die Berechnung des Leck-
massenstromes verwendet werden. Kearton/Keh haben diese Funktion in einem Diagramm
fiir unterschiedliche Drosselzahlen und Druckverhéltnisse dargestellt (Abbildung 3.4). Um
die Abweichungen der Praxis von den theoretischen Betrachtungen zu minimieren, wird die
Durchflufizahl oy eingefiihrt. Diese ist fiir den unterkritischen Fall konstant und hat nach

Untersuchungen von Kearton/Keh den Wert oy = 0.672. Fiir die Durchfluigleichung in
diesem Fall ergibt sich dann:

‘ 2 _ 2 1 _ 32 - ‘ .
m:ozlfgp\/Fp;RTp“:ozl F%fspdi— mit ﬁ:};— ) (3.51)

Kearton/Keh berechnen auch den Fall, dak das Druckverhélnis der letzten Stufe tiberkritisch
ist. Es muf dann das Druckverhéltnis der vorletzten Drosselstelle unterkritisch sein. Es ergibt
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

sich dann fiir Luft mit p, = 0.5283p,_;:

o 0.849p.

— = . 3.52
7 T (3.52)
Fithrt man nun die Durchflufszahl fiir die letzte Stufe o4 ein, so erhélt man:
j 0.849p._
oo P (3.53)
a?fsp RTB
Quadriert man GI.(3.53), so erhélt man dafiir:
SN2
m 1 0.721p2_1
— == —— . 3.54
() &= 5oy
Fiir die ersten (z — 1) Drosselstellen muf gelten:
s—1RT. (m\* ,
e L) = 2 . 3.55
Oé% F (fSp) Pe Pr1 ( )

Setzt man nun fiir (1 /fs,)? aus G1.(3.53) in G1.(3.54) ein, so bekommt fiir das Verhéltnis
von Eintrittsdruck zu Druck der vorletzten Stufe:

Pe :¢L+EQ%;:Q<%)2 | (3.56)

Pz—1 oy

Dieses Druckverhéltnis wurde basierend auf experimentell ermittelten Ausfluf-Koeffizienten

fiir verschiedene Anzahlen von Drosselstellen dargestellt (Tabelle 3.2). Fiir den Leckmassen-

strom bei iiberkritischem Verhéltnis erhalt man dann:
0.849p._1 fs, B krit

. Pe
= - - “IEF 84 — . .
m = oy R a90.849 o Isp o (3 57)

Dabei ist die Durchflufszahl ay aus Abbildung 3.5 zu entnehmen.

< pe/pz—l T krit @,km
6 | 2.12 4.01 0.249
8 | 2.38 4.52 0.221
10 | 2.63 4.98 0.201
12 | 2.84 5.40 0.185
14 | 3.04 5.78 0.173
16 | 3.24 6.13 0.163
18 | 3.42 6.47 0.154
20 | 3.58 6.79 0.147
25 1 3.96 7.51 0.133
30 | 4.31 8.18 0.122
35 | 4.64 8.80 0.114
40 | 4.94 9.36 0.107

Tabelle 3.2: Kritisches Gesamtdruckverhaltnis verschiedener Drosselstellenzahlen
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0.84

0.80

0.76

R

Durchflusszahl ,

0.3 0.4 0.5 0.6
Druckverhaeltnis p_/p_,

Abbildung 3.5: Durchflultzahl oy der letzten Drosselstelle bei tiberkritischem Verhaltnis

Das Vorgehen zur Berechnung des Leckmassenstromes bei gegebenem Druckverhéltnis und
Drosselstellenzahl soll nun kurz erldutert werden. Zuerst muf anhand von Tabelle 3.2 iiber-
priift werden, ob das Gesamtdruckverhaltnis grofer als das kritische ist. Ist dies der Fall, so
ist G1.(3.57) anzuwenden. Der Durchflubeiwert oz ist dann aus Abbildung 3.5 zu ermitteln
und in die Durchflufsgleichung einzusetzen.

Ist die Anordnung unterkritisch, so ist G1.(3.51) anzuwenden. Die Funktion F' ist dabei aus
Abbildung 3.4 zu entnehmen.

3.2.2 Halbempirische Verfahren
3.2.2.1 Verfahren nach Bartosch

Auch Bartosch [18] geht bei seinen Berechnungen vom Durchfluff durch eine einzige Dros-
selstelle aus. Bartosch schreibt dabei fiir die Durchflulhmenge folgende Gleichung an:

Y pen\" [ s e
mo= afsp( pk) RT(pk pk-l-l)_afspﬁk ¢RT(}% pk+1)

_ ovz (55—5;:”)f5pg mit ﬁk:p]:l . (3.58)

Dabei wird v als Ausfluffexponent [18] bezeichnet. Dieser ist zwar eine Funktion vom Druck-
verhéltnis G und von k, ist aber wenig verdnderlich und wird daher mit v = 0.76 als
konstant angenommen. Der Index k steht fiir einen Ort vor und k + 1 fiir einen Ort nach
einer Drosselstelle im Labyrinth. Durch Umformung fiir 3** kann man schreiben:

B =0F 280 = b (3.59)
Fiir die Druckdifferenz vor und nach einer Drosselstelle ergibt sich dann aus GI1.(3.58):
P m |
k Uk
- = : 3.60
e Pt 2 (Oéfstk) Pt (3:60)

Die Anschreibung fiir z Drosselstellen erhédlt man durch Aufsummierung und Einfithrung
eines gemittelten Faktors x,, zu:

) 2 .
PeUe m 1
Pe — Pa = . 3.61

2 (ozfspxm) ;; Pt (3.61)
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

Dabei laft sich der mittlere Faktor vy, anschreiben zu:

v

Xm = ﬁmz—% I~ 5%(%—%) . (3.62)

Fiir typische Druckverhéltnisse in Labyrinthen mit z > 4 kann y,, = 1 gesetzt werden. Fiir
die Abkiirzung y,, erhédlt man nach Einsetzen von v = 0.76 und des Isentropenexponenten
k=14

TETE) = g0 (3.63)

Bartosch fithrt nun den Druckabfall in der letzten Stufe ein. Dieser ist definiert als:

Pz-1 1
b, = —l=——1 . 3.64

Der Druck p, entspricht dabei dem Ausgangsdruck p,. Den Druckabfall stellt er als Funktion
des Gesamtdruckverhéltnisses 8 und der Drosselstellenanzahl z in Abbildung 3.6 dar. Fiir
die Durchfluigleichung des Labyrinthes erhidlt Bartosch dann die Form:

m = O‘Xm\/ZﬁQ@Z’pfSpJ};z =y 2ﬁ2¢pf5p\/§z : (3.65)

In Abbildung 3.7 ist das Druckverhéltnis 3, in der letzten Stufe in Abhangigkeit vom Ge-
samtdruckverhaltnis # und der Drosselzahl z dargestellt. Dabei kann man erkennen, bei

welchem Gesamtdruckverhdltnis bei gegebener Drosselzahl Schallgeschwindigkeit erreicht
wird. Fiir die Durchflufzahl o verwendet Bartosch Werte nach Trojanovskij [18].

©
N
I

©
o

Druckabfall 1m letzten Spalt v,
(@]
(@)
I

0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0
Druckverhaeltnis f

Abbildung 3.6: Druckabfall im letzten Spalt 1,
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Druckverhaeltnis g

Abbildung 3.7: Druckverhéltnis im letzten Spalt 3,

3.2.2.2 Verfahren nach Traupel

Die experimentellen Beobachtungen und die Methode der Fannokurve zeigen beim Vergleich
Abweichungen [16]. Diese beruhen darauf, daf der Durchflukbeiwert o nicht eine von der
Geometrie der Anordnung gegebene Konstante ist, sondern vom Verhéltnis des Druckes
vor und nach dem Spalt abhéngig ist. Insbesondere wird « groker, wenn das Druckver-
héltnis tiber das Schalldruckverhédltnis gesteigert wird. Theoretisch kime es bei Erreichen
der Schallgschwindigkeit bei gegebenem Druck vor dem Spalt zu keiner Durchflultvergro-
flerung. Auf Grund der Erhéhung des Durchfluibeiwertes o bei weiterer Absenkung des
Gegendruckes nimmt der Durchflufs jedoch zu. Um nun die Verdnderlichkeit des Durchfluf-
beiwertes zu beriicksichtigen, verallgemeinert man die Methode der Fannokurve. Dazu muf
fiir jedes a eine Fannokurve gezeichnet werden. Man verpackt nun diesen Beiwert in eine
vom Druckverhdltnis und Spaltanzahl z abhdngigen Durchflufifunktion ®, und erhélt so eine
allgemeine Form des Spaltmassenstromes zu:

m = (I)TraupelfSp & . (366)

€

Man muf die Funktion @ finden, welche von zwei Variablen abhédngig ist. Der Nachteil liegt
darin, dak sie nur fiir eine bestimmte Geometrie Giiltigkeit besitzt. Fiir einige wenige Félle
besteht die Moglichkeit der theoretischen Berechnung, im allgemeinen sind aber Versuche
notwendig, um diese Funktion darzustellen. Im nachfolgenden Schaubild Abbildung 3.8 soll
die Funktion @74 fiir eine der Voll-Labyrinthdichtung dhnliche Dichtung (Kamm-Nut-
Dichtung) dargestellt werden. Die Durchfluktfunktion wurde fiir k = 1.3 berechnet. Fiir
k = 1.4 miikte der Durchflul durch eine einzige Drosselstelle um 3% erhoht werden. Der
Fehler bei der Berechnung des Spaltmassenstromes wird aber mit steigender Spaltanzahl =
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

kleiner und verschwindet nahezu bei z = 6 [16]. Steigt z {iber den im Diagramm hochsten
Wert z = 40 an, so verandert sich ® proportional zu 1/4/z. Dies geht auch aus der Gleichung
von Stodola fiir unterkritische Verhéltnisse hervor.

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

Durchflussfunktion ®y..a

0.1

0.0 | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Druckverhaeltnis f

Abbildung 3.8: Durchfluffunktion ®,qype

3.2.2.3 Verfahren nach Snow/Zabriskie/Sternlicht/Manning

Bei diesem Verfahren wird ebenfalls von einer Strémung durch eine Drosseléflnung aus-
gegangen [18]. Dabei wird eine gleiche Durchfluizahl, gleiche Eintrittsenthalpien fiir alle
Drosselstellen, konstante Querschnitte und pv = konstant angenommen. Die Durchflufiglei-
chung fiir eine Drosseléffnung wird in nachfolgender Form angeschrieben:

o= afﬁ% (ﬂ%—ﬁ’%)gzafsp\/fflﬂ%\/l—ﬂ’%g . (3.67)

Nach dem Kontinuitatsgesetz mufs rmy = gy gelten. Man kann daher schreiben:

=8 =Bia\1-6d8 (3.68)

Weiters soll fiir die Zustédnde gelten:

UV Pk+1
PrUE = Pha1Vk+1 bzw. = £t . (3.69)
Uk+1 Pk

Die GI1.(3.68) erhdlt dann mit GI1.(3.69) die Form:

=l + sl . Pk+1
1 -5, :5k+1 1—5k+1 mit 3, = o

Mit dieser Gleichung wird ein Diagramm entwickelt, mit dem man vom Druckverhdltnis
einer Drosselstelle auf das Druckverhiltnis der nichsten Drosselstelle gelangt. Beruhend

(3.70)
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

auf diesem Verfahren wird ein Diagramm fiir eine dimensionslose Durchflubmenge ®g,,.,

(Abbildung 3.9) fiir k = 1.4 dargestellt.

0.7

0.6

0.5

0.4 Fri ?

0.3

0.2

Durchflussmenge &,

0.1

oo T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Druckverhaeltnis £

Abbildung 3.9: Durchfluffunktion ®g,,.,

Die Gleichung zur Berechnung des Leckmassenstromes lautet fiir dieses Verfahren:

1 = a®s0n fop % . (3.71)

€

Bei iiberkritischen Verhéltnissen werden fiir die Durchflufzahl o Werte nach Robinson [18]
verwendet.

3.2.3 Empirische Verfahren
3.2.3.1 Verfahren nach Martin

Martin [11] geht bei der Berechnung des Leckmassenstromes von einer Spaltstrecke mit
einem Widerstandsbeiwert A aus. Dieser soll {iber die ganze Strecke konstant sein, womit
der Einflult der Einlaufstrecke vernachlassigt wird. Weiters soll mit gemittelten Gréfken in
den jeweiligen Querschnitten gerechnet werden, die in Hauptstrémungsrichtung verédnderlich
sind. Ausgehend von der Differentialgleichung in x-Richtung fiir die stationdre turbulente
Stromung in waagrechten Rohren bzw. Spaltstrecken mit konstantem Querschnitt soll die
Durchflufsgleichung hergeleitet werden:
1 A dl

cde = —pdp—)\2 0 : (3.72)
Dabei ist ¢ die mittlere Durchfluligeschwindigkeit, [ die Dichtstrecke, A der Widerstandbei-
wert und d; der hydraulische Durchmesser. Dieser 1akt sich fiir das Labyrinth schreiben
zu:

J _4A_47TDmS
U T 2D,

=25 . (3.73)
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

Dabei ist A die Querschnittsfliche und U der Umfang. Fiir eine konstante Massenstrom-
dichte mufs gelten:

AL pe = c.p. = konstant . (3.74)
fsp
Nach Differentiation dieser Gleichung erhélt man dann:
d d
2 — % _ Lonstant . (3.75)
¢ p

Durch Multiplikation der G1.(3.72) mit 1/¢* und Einsetzen der G1.(3.75) erhilt man die

Form:

e e gy (3.76)

pct = . (3.77)

Aus der Zustandsgleichung fiir ideale Gase folgt bei isothermer Stromung (Versuche nach
Winkler [19] und Martin [11] des Zustandsverlaufes einer Entspannung durch Spaltstrecken
zeigten, dal dieser mit geniigender Genauigkeit als reine Drosselung beschrieben werden

kann):
e d d
b_ e bzw. L (3.78)
P pe P p
Setzt man nun GIL.(3.78) und GIL.(3.77) in GI.(3.76) ein, so ergibt sich:
d dp pe. 1dl
B NG (3.79)

p o c2p?pe 2d,

Integriert man nun {iber die Dichtstrecke [ und {iber p. bis p,, so erhdlt man mit GI.():

pe 11, o, 1
—Inp, +Inp. =ln— = — —(p* — —A—— ) )
Mit G1.(3.74) erhdlt man fiir obige Gleichung:
Pe f5p2 2 2 11
e - ) A 3.81
o oo, (Pe = P2) = A5 7 (3.81)

Durch Auflésung nach m erhédlt man dann fiir die Durchfluigleichung.

2 _ n2

AL Le ele
,/dh—l—Zlnpa Pev

Setzt man nun noch fiir den hydraulischen Durchmesser d;, = 2s und fiir die Dichtungsldnge
[ =tz (t =Teilung) ein, so ergibt sich fiir den Leckmassenstrom:

1 p? — p? 1 1—-p32 Pe : Pa
— —fs € ¢ — fS — mlt ﬁ = — 383
5 4 21n L Vo opeoe Vil —21np z "\ v Pe (3.83)

2s
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

In dieser Gleichung ist somit nur der Widerstandsbeiwert A unbekannt. Die Gleichung ist
gliltig fiir unterkritische Verhaltnisse (Schallgeschwindigkeit wird nicht erreicht). Martin hat
nun A in Abhéngigkeit der Geometrieparametern a, s und ¢ untersucht. Um dimensionslo-
se Verhéltnisse zu verwenden und geometrisch dhnliche Dichtungen vergleichen zu kénnen,
hat er die relative Spaltweite s/a und die relative Teilung ¢/a eingefiihrt. Da aber die re-
lative Teilung nur geringen Einfluf hat, ist es empfehlenswert, den Widerstansbeiwert A
in Abhéangigkeit der relative Spaltweite darzustellen. Zur Bestimmung der quantitativen
Funktion A = f(,/4) mit t/a = konstant wurden die Widerstandsbeiwerte A iiber Durchflufs-
messungen fiir verschiedene Dichtungsbauarten ermittelt. Danach wurde fiir einen Bereich
von 0.07 < s/a < 0.17 die Mekwerte von A durch eine Funktion in Abhéngigkeit der Geo-
metrieparameter angenahert (Abbildung 3.10). Die Gleichung fiir A in diesem Bereich hat
dann die Form:

A= 2364 — \/7.31 —41.8s/a (3.84)

g I R R R S —

P : Messung nach
rrrrrrrrrrrrrr ~Martin

77777777777777777777 Naherungs—

bereich ‘

Widerstandsbeiwert A

ol—"0 1 i @ |

0.0 0.1 0.2 0.3
relative Spaltweite s/a

Abbildung 3.10: Widerstandsbeiwert A als Funktion der relativen Spaltweite

Fiir ein Vollabyrinth gibt Martin nach dem Einsetzen von GI.(3.84) in G1.(3.83) und Ver-
nachlédssigung des logarithmischen Gliedes (giiltig fiir grofe Druckverhéltnisse und Drossel-
stellenzahlen) folgende empirische Durchfluigleichung an:

i = 1 s/a /1—5‘2fspﬁ mit 5= (3.8)
¢1.182 /IS8 1045s/a VOV 7 Ve Pe

D prartin
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.2 Rechenverfahren

Wie man leicht aus Abbildung 3.10 erkennen kann, kommt die Dichtung dann zur vollen
Wirkung, wenn ein Verhéaltnis von Spaltweite zu Bauhohe von s/a & 0.25 eingehalten wird.

3.2.3.2 Berechnung mit dem Durchflukbeiwert Cp

Eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung der Labyrinthstromung besteht darin, diese mit
einer isentropen Diisenstromung bei gleichem Druckverhaltnis zu vergleichen [1][20]. Dazu
wird der dimensionslose Durchfluklbeiwert C'p bestimmt. Dieser Beiwert ist definiert als:

m EMESSEN
Cp=—2C22 (3.86)
Mideal
Dabei sind 1 gemessen der gemessene Spaltstrom am Priifstand und 4., der Massenstrom
durch eine ideale Diise. Der ideale Massenstrom berechnet sich zu:

QidealpefSp

Mideal = T

Dabei ist T, die gegebene Eintrittstemperatur. Die Grohe Q;4eq wird als reduzierter Volu-
menstrom bezeichnet. Fiir unterkritische Verhéltnisse erhalt man @;geq zu:

(3.87)

s = (2 {7y () - ()

2K 2 st . a
_ ¢m (8% - 5*F)  mit ﬁ:];—e . (3.88)

Dabei ist die Qgeqr streng genommen kein Volumenstrom (Einheit), da sie aber nur von
der Gaskonstante R, dem Isentropenexponenten x und dem Druckverhéltnis § abhéngig ist,
bietet sie sich als Rechengrofe an. Als Abkiirzung wird auch die Frpansionszahl ¢y, [18]
verwendet. Diese ist definiert als:

Yin = ¢ 2 (5% - 5%) = VRQideal : (3.89)

K—1

Beim Erreichen des kritischen Druckverhéltnisses (i.;; wird am Austritt der Diise Schall-
geschwindigkeit erreicht. Fiir tiberkritische Druckverhéltnisse muf das kritische Verhéltnis
Brrit der Diise in G1.(3.88) eingesetzt werden. Dieses ergibt fiir einen Isentropenexponenten
von k = 1.4:

"

9 T
it = | —— = (0.5283 . 3.90
Bk (/4; + 1) ( )

Der Durchflultbeiwert muf nun versuchsméfbig ermittelt werden. Danach kann man den
Spaltmassenstrom bei bekanntem C'p-Wert berechnen zu:

. C Qz ea pef 2K 2 stl Pe Pe
M= % = Cp¢m (8% — 5= )fspﬁ = Cmbmfspﬁ . (391

Der Verlauf der Expansionszahl ¢y, ist in Abbildung 3.11 dargestellt.
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Expansionszahl wth

'0.0 0.1 0k 03 04 05 06 07 08 09 10
Druckverhaeltnis f8

Abbildung 3.11: Expansionszahl ¢y, als Funktion des Druckverhéltnisses

3.3 Gegeniiberstellung

Die vorher beschriebenen Rechenverfahren sind in der Tabelle 3.3 gegeniibergestellt. Die
Formeln haben Giiltigkeit fiir einen Isentropenexponenten von x = 1.4 (z.B Luft). Sollten
Leckmassenstrome fiir andere Medien berechnet werden, so ist beim jeweiligen Verfahren
nachzuschlagen. Die Bemerkungen beinhalten Einschrankungen fiir die Giiltigkeit der Glei-
chungen, bzw. die Nummern der Abbildungen und Tabellen zur Bestimmung zugehoriger
Funktionen.

unterkritisch tiberkritisch Bemerkungen

Stodola o/ 1_252 fsp\/% a./ﬁfsp\/% a~0.8

Kearton a“/Fl—f?fsp\/% a20.849%f5p\/% o1 = 0.672, Tab.3.2, Abb.3.4 u. 3.5

Egli o/ %fsp\/% nicht moglich

Traupel || &7 fsp\/% Dy fsp\/% ®7 aus Abb.3.8

Snow qu)sfsp\/% adsfs, f—: ®5 aus Abb.3.9

Bartosch axm\/QﬁT%fsp\/% nicht bekannt Xm ~ 1, 1, aus Abb.3.6

Cp Cpgbthfsp\/% Cpgbthfsp\/% Cp durch Versuche

Martin | ®ar/"= fs,\ /= | nicht méglich By aus GL(3.85), 0.07 < s/a < 0.17

Tabelle 3.3: Gegeniiberstellung der Durchfluligleichungen
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.4 Beispiel

3.4 Beispiel

Anhand eines praktischen Beispiels sollen die einzelnen Durchflufigleichungen dargestellt
werden. Die Angaben der Geometrie sollen dem untersuchten Vollabyrinth am Institut ent-
sprechen. Diese Dichtung hat bei einer Drosselstellenzahl z = 11 eine Spaltweite s = 0.5mm
und die Bauhohe ¢ = 6.0mm. Die Teilung ist mit ¢ = 3.7mm und die Dichtstreifenbreite
mit b = 0.3mm vorgegeben.

0.22
0.20
0.18
o
a
S 0.16
)
jv:
5 0.14
= N N 772 % W WOV U SN NS O TN NS N A
n
g 0.12 Martin =
< | ‘ T L e e
@) . : : :
5 0.10 Traupel =
A ‘ Bartosch =~ i
0.08 : A Snow/Manmng/Zabmsk]te/Sternhcht*
: ; : : v a Kearton/}Keh """""""" . S B o
1.0 1.2 1.4 ].6 1.8 2.0 2.2 2.4
Druckverhaeltnis
Abbildung 3.12: Vergleich der Durchflufsfunktionen
30 ‘ ‘
25
X
. 20
v
S 15
s
3
S 10
g
<
0 5
o'
0
_5 ‘ \ ‘ \ : \ : \ : \ : \ :
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4

Druckverhaeltnis m

Abbildung 3.13: Relativer Fehler der Durchflufsfunktionen
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.5 Umrechnungen

Der Vergleich soll fiir Druckverhéltnisse von 7 = 1.1 — 2.0 erfolgen. Die jeweils verwendeten

Durchflufizahlen « sind in Tabelle 3.4 dargestellt.

Stodola [16] | Egli [2] | Bartosch [18] | Snow | Kearton [9]
0.8 0.8 0.8 0.7 0.672

Tabelle 3.4: Verwendete Durchflulizahlen

In der Abbildung 3.12 ist die Durchflulfunktion @ iiber dem Druckverhélnis fiir die ver-
schiedenen Verfahren aufgetragen. Dabei wurde von der allgemeinen Form der Durchfluf-
gleichung, wie sie Traupel angibt, ausgegangen:

= q)fspﬁz . (3.92)

Wie man aus Abbildung 3.12 erkennen kann, pafst sich das Verfahren nach Kearton/Keh
sehr gut an die Kurve der gemessenen Durchflulsfunktion an. Das bedeutet auch, daf der
Durchflulibeiwert o« = 0.672 fiir Vollabyrinthe gute Naherungen liefert und andererseits der
von Stodola angegebene Wert von o = 0.8 nicht entspricht.

Das Verfahren nach Martin zeigt sehr grole Abweichungen von der Messung. Der Grund da-
fiir kénnte in der ebenen Versuchseinrichtung von Martin liegen, mit der die Durchflufsfunk-
tion ermittelt wurde. Auferdem wurde von ihm ein Labyrinth mit der Bauhéhe a = 4.8mm
bei Variation der Spaltweite untersucht. Weiters wurde der logarithmische Term vernach-
lassigt.

Zur Veranschaulichung der Abweichungen der Berechnungen von der Messung werden in
Abbildung 3.13 die relativen Fehler der einzelnen Verfahren in Bezug auf die Messung auf-
getragen.

3.5 Umrechnungen

In nachstehender Tabelle 3.5 sind die Verhéltnisse von den Leckmassenstrémen in den Spal-
ten (“nach“) zu den Leckmassenstromen in den Zeilen (“von®) dargestellt. Hat man die Durch-
flulkmenge mit einer der oben angefiihrten Verfahren bestimmt, so kann eine Umrechnung auf
ein anderes Verfahren und Vergleiche der unterschiedlichen Verfahren durchgefiihrt werden.
Es gibt zwei Moglichkeiten diese Umrechnungstabelle zu verwenden:

1. Man hat den Leckmassenstrom und die notwendigen Parameter fiir die Bestimmung
eines bestimmten Durchflultbeiwertes A experimentell ermittelt. Soll der Durchfluf-
beiwert B eines anderen Verfahrens ermittelt werden, so ist das Verhéltnis mpg /4 an
der jeweiligen Matrixstelle 1 zu setzen. Durch Finsetzen der Faktoren aus den zugeho-
rigen Diagrammen und Tabellen kann so der gewiinschte Durchflufibeiwert berechnet
werden. Damit konnen die meist vorhandenen Abweichungen der theoretischen Durch-
flulsbeiwerte verschiedener Verfahren mit der Messung durchgefiihrt werden.

2. Man hat den Leckmassenstrom und die dafiir notwendigen Parameter mit einem be-
stimmten Verfahren A berechnet. Wére der Leckmassenstrom mit einem Verfahren B
berechnet worden, so wére dieser mit dem Term in der zugehorigen Matrixstelle zu
multiplizieren. Auf diese Weise kénnen Unterschiede der Rechenverfahren dargestellt
werden.
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3. Berechnung des Leckmassenstromes fiir Vollabyrinthe 3.5 Umrechnungen

von my J nach mp — || Stodola Kearton Egli Traupel
Stodola 1 # Zjnﬁ % 1_252
Kearton alf/F 1 - m %11 m
gl = B/FEE | gRla=d
S | | i | R
Snow <I>1_s # e F# @1_5 21_—1225 c%%

Cp Cniin = Coum V = Cniin zl—_lgz cfith
Martin I GV E = = [
von my4 | nach mp — || Bartosch Snow Cp Martin

Stodola o ®s\/i7m e J—m | E
(

1
oty | 2624z ads z Cpiin z 374
Kearton o \| Fa=57) a1 \/ F(1-5%) o1 F(1-p2?) o VF

i 2524y (21 =1 c — y [2=1
Egh Xm %@nﬁ) (I)S 21—225 Doj/’th 21_225 TM z Znﬁ
m 0] C [ 1—32
Traupel % /2532, czD_Ts % Sar Zﬁ
Ps 1 CpYin 1 Das 1—-32
Bartosch 1 o V2520 axm /2520, axm \| 2870

am., /932 Cpiin Sy [1=52
Snow Do 20 ¢p 1 a®s a®gs z

axm /922 abg D 1-32
Cp Cpibin 26 ¢p Cpiin 1 Cpibin 2

: oxm [ 20%pz ¢r 2 Cp¥in B
Martin e\ o IVRVATE o T 1

Tabelle 3.5: Umrechnung der Durchfluigleichungen
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Kapitel 4

Dimensionsanalyse

4.1 Fluiddynamische Ahnlichkeit

Jede Stromung ist durch dimensionslose Kennzahlen charakterisiert [5]. Ganz allgemein ge-
héren zu jedem technischen oder physikalischen Vorgang entsprechende Kennzahlen. Die
Dimensionsanalyse bietet die Moglichkeit, diese Kennzahlen zu ermitteln. Liegt fiir das
betrachtete Problem bereits eine mathematische Formulierung etwa in Form einer Differen-
tialgleichung oder algebraischen Gleichung vor, so ergeben sich die Kennzahlen, wenn man
in diese Gleichungen dimensionslose Grofsen einfiihrt. Im Falle der Stréomung sind Differen-
tialgleichungen ( Navier-Stokes-Gleichungen) vorhanden. Hier soll nur die fiir die x-Richtung
giiltige Gleichung ohne der Massenkraft behandelt werden:

Ju  Ju 1dp  p [0*u  O*u
U—+v— =
Ox dy pdxr  p

Eye + 8—y2) Impuls in x-Richtung (4.1)
Nun miissen dimensionslose Gréfhen eingefithrt werden. Diese sollen die gleiche Variablenbe-
zeichung mit einem zuséatzlichen Index besitzen. Fiir die in den Navier-Stokes-Gleichungen
vorkommenden Groéfen erhalt man dann:

u v
*k = — * = —
N vtV
Tk = % y>|< = %
p
= = 4.2
P A (4.2)

Dabei sind U, V| [ und Ap geeignete Bezugsgrofen. Setzt man nun diese Groken in die
Navier-Stokes-Gleichungen ein, so erhéalt man die Form [13]:

2 2 2 2
U_u*au*_l_U_U*@u* _ _%8}7_'_& O*ux  O*ux (4.3)
[ dxx | Oy pl Oxx — pl? \ Jzx?  Oyx?
Multipliziert man nun mit {/U?, so bekommt fiir G1.(4.3):
Ous* Ous* Ap Jp v [0%ux  O*ux
.l 4.4
4 Sk o Oy pU? dxx Ul (6:1;*2 + Dy*? (44)
g ——

T 17
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4. Dimensionsanalyse 4.2 Das [[-Theorem von Buckingham

Bei geometrisch dhnlichen Berandungen sind zwei inkompressible Strémungen mechanisch
dhnlich, wenn #; gleich ist. Es muk dann auch /)ATPQ gleich sein. Das bedeutet dann, daf
beide Stromungsprobleme dieselbe Differentialgleichung in dimensionsloser Form besitzen.
Aus dem Ausdruck tiber der Klammer I 148t sich die sogenannte Fulerzahl [13] bestimmen.

Diese ist definiert als:

_ 2Ap
=0

¢ (4.5)
Der Ausdruck iiber der Klammer II ist der Kehrwert der sogenannten Reynoldszahl. Diese
ist definiert als:
Ul
Re = — . 4.6

= (1.6
Erweitert man die Reynoldszahl im Zahler und im Nenner mit plU, so erhalt man folgende
Form:

Re — Ul pU*  Tragheitskraft(Impulsstrom)
‘=TT U " Reibungskraft(Zahigkeitskraft)
[

Re < 1: Die Tragheitskraft ist gering, die Zahigkeitskraft ist dominant (z.B.
Nebel).

Re — oo: Der Reibungseinfluft ist bedeutungslos (er spielt nur in Wandnéhe eine

Rolle).

(4.7)

4.2 Das [I-Theorem von Buckingham
Fiir eine physikalische Grofe p; in Abhdngigkeit anderer Grofen, kann man schreiben [15]:

pi=f(p2;pa--.pa) (4.8)

oder in impliziter Form:

F(pi,pa;ps--.pa) =0 . (4.9)

Die n Grofen sind mit m Basiseinheiten (z.B m, kg, s) miteinander verkniipft. Diese Ab-
héngigkeit kann in der Form von (n — m) dimensionslosen Kombinationen [1;, ..., IT,_..
(Kennzahlen) der urspriinglichen Grofken dargestellt werden:

FOLIL- I )=0 . (4.10)

Es wird angenommen, daf die Stréomung durch eine Labyrinthdichtung von den folgenden
p,, Parametern abhangig ist:

e Dichte p
o Viskositat p
o Geschwindigkeit u

o Winkelgeschwindigkeit w
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4. Dimensionsanalyse 4.2 Das [[-Theorem von Buckingham

e Eintrittsdruck p.

o Austrittsdruck p,

e Spaltweite s

e Bauhdhe a

o Dichtstreifenbreite b
o Teilung ¢

e Dichtungsliange [

Weiters miifste der Einfluf der Wéarme in der Parameterliste auftreten. Dieser kénnte mit
dem Isentropenexponenten x beriicksichtigt werden. Diese Grofe ist aber bereits dimensi-
onslos, sodal sie nicht mehr zur dimensionslosen Kennzahlenbildung benétigt wird.

Fiir Groken mit gleichen Einheiten (z.B. Spaltweite und Bauhohe) lassen sich sofort di-
mensionslose Kennzahlen anschreiben. Diese sind das Druckverhaltnis 5 = p,/p. und die
Geometrieverhéltnisse z = [/t, s/a, s/b und s/t.

In die Dimensionsmatrix miissen jeweils eine Druck- und Langengrofe sowie die tibrigen Gro-
fien eingetragen werden (Tabelle 4.1). Fiir die Basisgrofen stehen L (Lange), M (Masse)
und T' (Zeit).

L [elplulp]w]s]
L[ 3] 1] 1] 1]0]1
M| 1] 1[0 1]0]0

T 0]-1|-1]-2]-110

Tabelle 4.1: Dimensionsmatrix

Da sich die Einheiten der elf Grofen aus drei Basiseinheiten zusammensetzen, muf sich nach
dem []-Theorem die Labyrinthstromung durch eine Abhéngigkeit von 11 — 3 = 8 (Anzahl
der Grofken n - Anzahl der Einheiten m = Anzahl der Kennzahlen) Kennzahlen beschreiben
lassen. Fiinf Kennzahlen sind bereits gefunden worden. Die weiteren drei Kombinationen
haben die Form:

HZ, = p% P Pt sC fir ¢=1,2,3 : (4.11)

Diese Kombinationen miissen dimensionslos sein. Daher mufs fiir jede Basiseinheit die Sum-
me der Exponenten Null ergeben. Fiir die Labyrinthstromung ergibt sich dann folgendes

Gleichungssystem:
—3a—(4+vy— & +(=0 Exponenten von m (4.12)
at+p + 6 =0 Exponenten von kg (4.13)
— f—y—26—e =0 Exponenten von s (4.14)

Die drei Losungen findet man, indem ebensoviele Unbekannte willkiirlich vorgegeben werden.
Man erhélt dann ein inhomogenes lineares Gleichungssystem, das in iiblicher Weise aufgelst
werden kann [5]. Fiir das erste dimensionslose Produkt soll folgendermafen vorgegangen
werden:
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4. Dimensionsanalyse 4.2 Das [[-Theorem von Buckingham

1. Wahl: 6 =1,e =( =0.
Fiir das obige Gleichungssystem erhdlt man mit dieser Wahl:

—3a—p+y= 1 (4.15)
atf  =—1 (4.16)
By = 2 (4.17)

Mit diesen Gleichungen erhdlt man: ¢« = —1, # = 0 und v = —2. Das zugehorige
dimensionslose Produkt lautet dann:

1,,0
_ Pkt
[1, . (4.18)

plu?

Dieses Produkt ist keine géngige Kennzahl. Nach Bildung des Kehrwertes dieses Pro-
duktes und einer Division durch den dimensionslosen Isentropenexponenten x erhalt
man das Quadrat einer gangigen Groke, der sogenannten Machzahl Ma [5][13]:
2 2
mME=22-% (4.19)
Kp c
2. Wahl: e =1,6=(=0.

Mit diesen Werten erhélt man folgendes lineares Gleichungssystem:

—3a—p+v =0 (4.20)

a+p =0 (4.21)

—fB—~ =1 (4.22)

Aus diesem System kann man sich die abhangigen Exponenten berechnen zu: o = —1,

# =1 und v = —2. Die dazugehérige Kennzahl hat dann die Form:

11
w

I, = P : (4.23)

Aus diesem Produkt 14t sich durch Erweitern um eine Langengrofe ein dimensionslo-
ses Produkt bestehend aus einer Reynoldszahl und einem Geschwindigkeitsverhaltnis
bilden. Da die Reynoldszahl selbst als dimensionsloses Produkt verwendet wird, soll
hier nur das Geschwindigkeitsverhaltnis folgender Form (Umfangsgeschwindigkeit des
Rotors zu Axialgeschwindigkeit des Mediums am Eintritt) angefiihrt werden:

RRotorw
IL, = : (4.24)

[

3. Wahl: ( =1, =e=0.

Mit diesen Werten erhélt man folgendes lineares Gleichungssystem:

—3a—[3+y =—1 (4.25)
atf = 0 (4.26)
—0—= 0 (4.27)
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4. Dimensionsanalyse 4.3 Eliminationsverfahren

Aus diesem System kann man sich die abhdngigen Exponenten berechnen zu: o = 1,
# = —1 und v = 1. Die dazugehérige Kennzahl hat dann die Form:

1,11
=" . (4.28)
[
Nach einer Multiplikation mit 2, erhalt man die als Reynoldszahl [5| bekannte Kenn-
zahl:
2 d
Re=022 00 (4.29)
[ v
Fiir die Stromung durch das Labyrinth ergibt sich somit folgender Zusammenhang:
F(Ma, Ro/u, Re,3,z,s/a,s/b,s/t) =0 : (4.30)

In der Parameterstudie werden Einfliisse der Bauhthe @ und der Teilung ¢ bei verschiedenen
Druckverhéltnissen untersucht. Die Drosselstellenzahl z, die Dichtstreifenbreite b und die
Spaltweite s und somit das Verhéltnis s/b werden konstant gehalten.

Die Einfliisse der Mach- bzw. Reynoldszahl werden bei der Parameterstudie nicht ndher
untersucht. Da der Rotor ruhend betrachtet wird, ist auch der Einfluk des Geschwindig-
keitsverhéltnisses vernachlassigt.

4.3 Eliminationsverfahren
Dimensionslose Produkte kann man auch durch eine Art Eliminationsverfahren [15] erhal-

ten. Dabei werden die Exponenten der Basiseinheiten der physikalischen Gréfen in der
Dimensionsmatrix zeilenweise zu Null gemacht.

L lefnlulpfw]s]
S3-1 1]-1] 01
11110 11010

-1]-11-21-1]0

N =]

Da es sich bei den Zahlenwerten in der Matrix um Exponenten handelt, sind Multiplikationen
bzw. Divisionen (keine Additionen bzw. Subtraktionen!) als Rechenoperationen anzuwenden.
Im Fall der Stromung durch das Labyrinth erhélt man nach dem Nullsetzen der untersten
Zeile der Dimensionsmatrix:

L e lufw wjw]p/e s ]

L | -3 -1 1 -1]1
M 1 1 0 110
T 0 010

Nach weiteren Rechenoperationen erhélt man fiir die zweite Zeile ebenfalls eine Nullzeile.
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4. Dimensionsanalyse 4.3 Eliminationsverfahren

| [ u/(pw) [ufw [ pe/(pw/?) | s |
L 2] 1 211
M 0] 0 010
T 0] 0 010

| L e/(Ppw) | uf(sw) | pe/(s°pw/?) |

)
L 0 0 0
M 0 0 0
T 0 0 0

Aus dieser Matrix kann man die dimensionslosen Produkte ablesen und anschliefend wie
beim [[-Theorem von Buckingham bekannte Kennzahlen bilden.
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Kapitel 5

Parameterstudie

5.1 Aufgabenstellung

Durch Dimensionsanalyse &t sich eine Abhéngigkeit des Leckmassenstromes von der Geo-
metrie und vom Gesamtdruckverhéltnis herleiten. Durch Variation der Geometrieparameter
Bauhohe und Teilung bei konstanter Spaltweite, Dichtstreifenbreite und konstantem Rotor-
durchmesser soll der Durchflukbeiwert Cp (Kapitel 3.2.3.2 auf Seite 23) untersucht werden.
Die Ergebnisse sollen so dargestellt werden, daf sich optimale Geometrieparameter able-
sen lassen. Ausgehend von einer am Institut experimentell untersuchten Labyrinthdichtung
sollen Verbesserungsvorschliage gemacht und die zu erwartenden Reduzierungen des Leck-
massenstromes in Prozent dargestellt werden.

5.2 Beschreibung der Parameter

Als Querschnittsflache fiir die Vergleichsdiise des Durchflultbeiwertes C'p wird die Spaltfla-
che zwischen Rotor und Dichtstreifen am Stator gewéhlt. Diese Flache entspricht nicht der
allgemein tiblichen mittleren Spaltfliche. Der Grund fiir diese Wahl liegt in der besseren
Vergleichbarkeit der einzelnen Geometrien. Mit dieser Definition ist es moglich, Labyrinth-
dichtungen mit gleichem Rotordurchmesser und gleicher Spaltweite, aber unterschiedlicher
Bauhohe zu vergleichen. Der Grund dafiir ist, dab sich fiir die zu vergleichenden Dichtungen
bei gleichem Druckverhdltnis m der Massenstrom durch die ideale Diise 11,404 nicht ver-
andert. Mit der Definition des Cp-Wertes, Cp = Mgemessen /Mideal, KONnen somit relative
Beziehungen zwischen den untersuchten Geometrien hergestellt werden.

Die Parameter der Geometrie sind in Abbildung 5.1 dargestellt.

Konstanten b = 0.3mm
s = 0.bmm

DRotor = 300mm
=t ==b z=11
ﬁ T Variablen a=15—6.0mm
H [ Ia E t=0.54 — 6.32
f A Ditutor = 303 — 312mm

Stator Rotor A=konst.

Abbildung 5.1: Geometrieparameter eines Vollabyrinthes
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5. Parameterstudie 5.3 Vorgehensweise

Bei dieser Studie wird der Rotordurchmesser mit Dpetor = 300mm konstant gehalten. Auch
die Spaltweite mit s = 0.5mm und die Dichtstreifenbreite b = 0.3mm werden fiir diese
Berechnungen nicht verdndert. Fiir die Vergleichsflache der Diise ergibt sich somit:

m
A = Z((DRotor + 25)2 - DRotor) =

= %((300 +2-0.5)% — 300) = 472.02mm? = konstant . (5.1)

5.3 Vorgehensweise

Die Berechnungen sollen mit Hilfe der Methode der Finiten-Elemente erfolgen. Das Pro-
grammpaket FIDAP 7.52 bietet verschiedene Moglichkeiten der Turbulenzmodellierung an.
Auf Grund der Rotationssymmetrie wird das 3D-Stromungsproblem auf ein ebenes (2D)
axial-symmetrisches Modell reduziert. Dadurch werden die Knotenzahl und die Rechenzeit
gegeniiber der 3D-Berechnung wesentlich verringert. Die Schwierigkeiten, die die Turbulenz-
modellierung mit sich bringt, sind im Anhang dargestellt.

Um méglichst genaue und zuverlassige Rechenergebnisse zu erhalten, sollen einige Méglich-
keiten der Turbulenzmodellierung miteinander verglichen werden. Die Simulationsmodelle
zeigen auf Grund unterschiedlicher Modellierung der Reynoldsspannungen unterschiedliches
Verhalten hinsichtlich Konvergenz und der berechneten Losungen. Die Ergebnisse sollen mit
am Institut durchgefiithrten Messungen verglichen werden. Fiir die Parameterstudie ist das
Verfahren zu wéhlen, welches die geringste Abweichung von der Messung zeigt.

Fiir die Parameterstudie steht ein fertiges Eingabefile zur Verfiigung, wobei die Geometrie-
variablen parametrisiert sind. Durch das Verdndern der Geometrieparameter werden auch
die Uberginge im Rechennetz verandert. Fiir jede neue Geometrie sind daher die Parameter
zur Festlegeung des Netzes so zu verdndern, dal sich Elementanordunungen dhnlich einem
strukturierten Netz ergeben.

Die verschiedenen Geometrien sollen fiir Druckverhéltnisse von 7 = 1.1 — 2.0 untersucht
werden. Dabei ist zu beachten, dak sich das Druckverhéltnis auf Grund der vorgegebenen
Eintrittsgeschwindigkeit u einstellt.

Die durch die Berechnung erhaltenen Massenstréme werden dann in den Durchflufshbeiwert
Cp umgerechnet und iiber dem Druckverhéltnis aufgetragen.

5.4 FE-Netz

Das Netz fiir die Voll-Labyrinthdichtung soll in zwei Bereiche eingeteilt werden. Der erste
Bereich umfaft das Gebiet um die Dichtspitzen. Dieser wird mit einem wunstrukturierten
Netz umgeben. Da hier grofe Gradienten auftreten, muf das Netz sehr feinmaschig sein.

Der zweite Bereich ist derjenige zwischen den einzelnen Dichtspitzen. Dieser erhélt ein struk-
turiertes Netz. In diesem Gebiet verdndert sich bei konstanter Bauhéhe nur die Anzahl der
Elemente in axialer Richtung. Die Abbildung 5.2 zeigt ein Netz, wie es zur Berechnung
der Bauhohe a = 6.0mm verwendet wird. Dabei erkennt man deutlich den strukturierten
Bereich in der Kammer und den unstrukturierten Bereich um die Dichtspitze. In der Nahe
fester Wéande muf auf die Elemente auf Grund der Wandfunktionen achtgegeben werden.
Die Breite des an der Wand angrenzenden Elementes sollte so gewéhlt werden, daf der di-
mensionslose Abstand y* = 30 nicht unterschritten wird [3]. Dies kann nach Erhalt einer
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5. Parameterstudie 5.5 Beschreibung des Rechenverfahrens

ersten Losung iiberpriift werden.

Fiir die Berechnung sollen 9-knotige Kontinuumselemente verwendet werden. Der Druck p
wird dabei bilinear, die Geschwindigkeiten u und v bzw. die turbulente kinetische Energie
k und die Dissipationsrate & biquadratisch interpoliert.

Abbildung 5.2: FE-Netz eines Vollabyrinthes

5.5 Beschreibung des Rechenverfahrens

5.5.1 Grundgleichungen

Zur Berechnung der stationdren, axial-symmetrischen, kompressiblen, turbulenten Stromung
steht folgendenes Gleichungssystem zur Verfiigung:

o Kontinuitatsgleichung

o Impulsgleichung in axialer Richtung

o Impulsgleichung in radialer Richtung

o Zustandsgleichung fiir ideale Gase

o Transportgleichung fiir die turbulente kinetische Energie k
o Transportgleichung fiir die turbulente Dissipationsrate ¢

o Energiegleichung

Die Modellierung der viskosen Reibung an den Wanden erfolgt mit einer speziellen Ansatz-
funktion. Die bei der Berechnung verwendeten Stoffwerte sind in Tabelle 5.1 angefiihrt.

Allgemeine Gaskonstante R 8314 J/kmol K
Molmasse M 28.966 kg/kmol
spezifische Warmekapazitat ¢, | 1005 J/kgK
dynamische Viskositat p 1.8E-5 Pas

Tabelle 5.1: Stoflwerte

Mit den 7 Gleichungen kénnen dann die 7 Unbekannten @, @, P, k, €, T und p berechnet
werden.
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5. Parameterstudie 5.6 Losungsstrategie

5.5.2 Randbedingungen
5.5.2.1 Eintrittsbedingungen

Wird als Randbedingung ein fixer skalarer Wert vorgegeben, so spricht man von einer Dirich-
let’'schen Bedingungen. In der Eintrittsebene sind Werte fiir die Geschwindigkeitskomponen-
ten u und v, die turbulente kinetische Energie k. die Dissipationsrate ¢ und die Temperatur T’
anzugeben. In der Parameterstudie wurden einheitlich die in Tabelle 5.2 zusammengefakten
Werte verwendet.

U v | T k IS
variabel | 0 | 293 | 0.02 | 1

Tabelle 5.2: Eintrittsbedingungen

5.5.2.2 Bedingungen an einer festen Wand

An den Wandungen (Rotor, Stator, Dichtstreifen) gilt die sogenannte Haftbedingung. Diese
besagt, dak die Fluidteilchen mit unmittelbarer Wandberiihrung keine tangentiale Relativ-
geschwindigkeit gegeniiber der Wand aufweisen [6]. An den Begrenzungsflaichen wird somit
u = v = 0 vorgegen. Der Warmeiibergang wird bei dieser Studie adiabat angenommen.

5.5.2.3 Austrittsbedingungen

Moglichst weit hinter das Labyrinth wird die Austrittsebene gelegt. Dort wird der Span-
nungsvektor nach der sogenannten Traction-Free-Condition 3] gleich Null gesetzt. Aufer-
dem wird ein Referenzdruck von 1E5Pa (entspricht dem Umgebungsdruck) vorgegeben.
Fiir & und e werden sogenannte Neumann-Bedingungen |3| verwendet. Das sind solche Be-
dingungen, bei denen der Gradient Null gesetzt wird.

5.6 Losungsstrategie

Das Losen der Gleichungen erfordert die meiste Zeit. Das zu l6sende Gleichungssystem hat
die allgemeine Form:

K(u)u =F . (52)

Dabei ist K die globale Systemmatrix und « ein Lésungsvektor. Der Vektor I beinhaltet die
Randbedingungen. Als Gleichungsléser wird der fiir kompressible Stromungen notwendige
Segregated Solver [3] verwendet. Die iterative Losung erfolgt nach folgendem Schema:

I((u YUit1 = F . (53)

Dabei ist u; der errechnete Vektor der vorherigen Iteration. Das nichtsymmetrische lineare
System muf fiir jede Iteration formuliert und gelost werden. Dieser iterative Lésungsweg

kann durch sogenannte Relazationsfaktoren o verbessert werden. Diese fithren zu folgender
Form:

Kuous = F (5.4)

Uipr = ou; + (1 —o)u* 0<a<l1 ) (5.5)



5. Parameterstudie 5.7 Konvergenz

Falls o = 0 gesetzt wird, so reduziert sich diese Gleichung zu G1.(5.3). Fiir die Parameterstu-
die wurden folgende Werte fiir die jeweiligen Grofken (Geschwindigkeit, Druck...) verwendet.

oy | oy | ap | a7 | ap | Q.

02102109]02]06 0.6

Tabelle 5.3: Relaxationsfaktoren

5.7 Konvergenz

Nach jeder Iteration wird iiberpriift, ob die Konvergenz erreicht wurde. Das verwendete
Konvergenzkriterium beruht auf der Definition des relativen Fehlers des errechneten Lo-
sungsvektors. Dieses lautet:

| i — iy ||

[ i ||

< DTOL . (5.6)

Dabei ist || - || die euklidische Norm, u; der berechnete Losungsvektor des Iterationsschrittes
¢ und u;_; Vektor des vorhergehenden Iterationsschrittes. In einem euklidischen Vektorraum
versteht man unter der Lange oder dem Absolutbetrag eines Vektors v mit dem Symbol || v ||
die Zahl /v [7].

Fiir den Segregated Solver wird eine Abbruchschranke von DTOL = 1.0F — 3 empfohlen
[4]. Bei kleinen Bauhohen erweist sich diese Abbruchschranke als zu hoch. Fiir die Bauhohe
a = 1.5mm wurde deshalb diese Schranke bis auf DT'OL = 2.5F — 4 herabgesetzt. Erst
bei diesem Wert werden kontinulerliche Verldufe des Cp-Wertes iber dem Druckverhaltnis
erhalten.

5.8 Rechenergebnisse

5.8.1 Vergleich der Turbulenzmodelle

Am Institut wurden Messungen an einem Labyrinth der Bauhéhe ¢ = 6mm mit einer Teilung
t = 3.7mm durchgefithrt. Fiir die Parameterstudie werden verschiedene Kombinationen von
Turbulenz- und Wirbelviskositatsmodellen getestet und mit diesen Messungen verglichen.
Die erhaltenen Ergebnisse sind in Abbildung 5.3 dargestellt. Die Berechnungen erfolgen mit
einer Abbruchschranke von jeweils 5E-4. Dabei ist zu beachten, dalk mit den Kombinationen
des Speziale-Modells diese Konvergenzschranke nicht erreicht wird. Die ersten Iterationen
zeigen zwar deutliches Konvergenzverhalten, ab einem bestimmten relativen Fehler kommt
es aber zu einem Pendeln um diesen. Aus diesem Grund werden diese Kombinationen nicht
fiir die Parameterstudie herangezogen. Es stellt sich heraus, dal das Standard-Boussinesq
Modell unter den konvergierenden den geringsten relativen Fehler (im Durchschnitt ca. 5%)
aufweist. Aus diesem Grund wird dieses Modell fiir die Parameterstudie verwendet.

Die Wirbelviskositdatsmodelle stellen iiber die turbulente Viskositdt eine Beziehung zwi-
schen den unbekannten Reynoldsspannungen und den Grofen der Grundstrémung her. Die
einzelnen Wirbelviskositdtsmodelle liefern auf Grund der differenzierten Berechnung der
Reynoldsspannungen und der Abhéngigkeit von Reynoldszahlen und dgl. unterschiedliche
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5. Parameterstudie 5.8 Rechenergebnisse

Ergebnisse. Mit dem isotropen Modell nach Boussinesq werden die scheinbaren Schubspan-
nungen als lineare Funktion der Geschwindigkeitsgradienten berechnet [4].

Im anisotropen Modell nach Speziale wird der Reynolds’sche Spannungstensor als quadra-
tische Funktion abgebildet. Dadurch ist ein Mechanismus zur Darstellung der turbulenten
anisotropen Effekte vorhanden [4]. Der relative Fehler der Modelle ist in Abbildung 5.3
dargestellt. Dieser berechnet sich zu:

C erechnet — C emessen
F = ZDgerechnel 7 Dy 100% . (5.7)

CD,gemessen

R T

,,,,, o Standard—}BOULSSlnesq

v Extended—Boussinesq : : : : : : :
026 - v Standard—Speziale :
o Extended—Speziale

Anisotropic—Speziale

C,—Wert
o
20
N

0.22

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4
Druckverhaeltnis m

Relativer Fehler

Druckverhaeltnis

Abbildung 5.3: Durchflufbeiwerte und relativer Fehler verschiedener Simulationsmodelle
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5. Parameterstudie 5.8 Rechenergebnisse

5.8.2 Berechnete Durchflufibeiwerte fiir s/a = 0.083

Fiir die grofte untersuchte Bauhdhe (¢ = 6.0mm) ergeben sich die groften Knotenzah-
len (Tabelle 5.4). Die gewahlten Eintrittsgeschwindigkeiten u. ergeben die Reynoldszahlen
Re = (ucpe2s)/p in Abbildung 5.4. Mit diesen Reynoldszahlen bekommt man die Durchflufs-
beiwerte in Abbildung 5.5. Nach den Rechnungen fiir vier Verhéltnisse a/t 14kt sich noch
immer nicht auf die Lage eines Optimums schlielen, da der C'p-Wert bei weiterer Vergrofe-
rung des Verhéltnisses sinkt. Die Teilung ¢ nimmt dann einen nicht realisierbaren Wert an.
Die Abbruchschranke wird mit DT'OL = 0.001 gewahlt. In Abbildung 5.5 erkennt man eine

nahezu lineare Abhéngigkeit vom Druckverhéaltnis 7.

a/t 0.949 | 1.353 | 1.765 | 2.186
Knoten 39953 | 32553 | 28113 | 25893
Flemente | 11179 9179 7979 7379

Tabelle 5.4: Knoten- und Elementezahl fiir s/a = 0.083

10 A—

Re

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4
Druckverhaeltnis

Abbildung 5.4: Reynoldszahlen fiir s/a = 0.083

a/t =
v a/t = 1.765-
s a/t = 2.186
‘ | 1

1.6 1.8 2.0 2.2 2.4
Druckverhaeltnis

Abbildung 5.5: Cp-Wert als Funktion des Druckverhaltnisses fiir s/a = 0.083
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5. Parameterstudie 5.8 Rechenergebnisse

5.8.3 Berechnete Durchflufibeiwerte fiir s/a = 0.111

Die Knoten- und Elementeanzahlen und die Reynoldszahlen am Eintritt sind in Tabelle 5.6
bzw. Abbildung 5.8 zusammengefaft. Fiir diese Bauh6he erhélt man ebenfalls bei einer Ab-
bruchschranke von DT'OL = 0.001 einen kontinulerlichen Verlauf des C'p-Wertes {iber dem
Druckverhéltnis. Auch fiir ¢ = 4.5mm werden wie fiir a = 6.0mm Berechnungen fiir nur
vier Verhéltnisse a/t angestellt.

a/t 0.988 | 1.413 | 1.851 | 2.301
Knoten 33865 | 29565 | 25265 | 21825
Elemente | 9432 | 8262 | 7132 | 6212

Tabelle 5.5: Knoten- und Elementezahl fiir s/a = 0.111

10

Re

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4
Druckverhaeltnis

Abbildung 5.6: Reynoldszahlen fiir s/a = 0.111

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4
Druckverhaeltnis

Abbildung 5.7: Cp-Wert als Funktion des Druckverhéltnisses fiir s/a = 0.111
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5. Parameterstudie 5.8 Rechenergebnisse

5.8.4 Berechnete Durchflufibeiwerte fiir s/a = 0.143

Fiir die Bauhdhe a = 3.5mm sind die Knoten- und Elementezahlen in Tabelle 5.6 darge-
stellt. Die Reynoldszahlen am Eintritt sind in Abbildung 5.8 zusammengefafst. Eine Abbruch-
schranke von DT OL = 0.001 ist auch fiir die Berechnung dieser Geometrien ausreichend.
Die berechneten Durchflultbeiwerte sind in Abbildung 5.9 aufgetragen.

a/t 0.598 | 1.036 | 1.486 | 1.960 | 2.449
Knoten 40371 | 34631 | 28071 | 24381 | 21511
FElemente | 11117 9577 7817 6827 6057

Tabelle 5.6: Knoten- und Elementezahl fiir s/a = 0.143

e U T R S s S s b s

a/t = 0.598.

)
a a/t = 1.036
v a/t = 1.486
| | | | | | | o oa/t = 1.960
102 | | | | . moa/t = 2.449
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2. 2.4

Druckverhaeltnis 7

Abbildung 5.8: Reynoldszahlen fiir s/a = 0.143
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| | \ | |

= 8/t = 2.449]
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Abbildung 5.9: Cp-Wert als Funktion des Druckverhaltnisses fiir s/a = 0.143
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5.8.5 Berechnete Durchflufibeiwerte fiir s/a = 0.200

Fiir die Berechnungen der Bauhéhe von a = 2.5mm werden die Daten aus Tabelle 5.7
verwendet. Die Reynoldszahlen am FEintritt sind in Abbildung 5.10 dargestellt. Die Ab-
bruchschranke wird mit DTOL = 0.00035 gewahlt (also kleiner als bei a = 3.5mm), da sich
sonst keine kontinuierlichen Verlaufe des Cp-Wertes ergeben. In Abbildung 5.11 sind die
berechneten Durchflultbeiwerte dargestellt.

a/t 0.65 1.13 1.64 2.19 2.78
Knoten 34751 | 30651 | 23271 | 20059 | 18419
Elemente | 9616 | 8516 | 6538 | 5718 | 5278

Tabelle 5.7: Knoten- und Elementezahl fiir s/a = 0.200
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Abbildung 5.10: Reynoldszahlen fiir s/a = 0.200
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Abbildung 5.11: Cp-Wert als Funktion des Druckverhéltnisses fiir s/a = 0.200

43



5. Parameterstudie 5.8 Rechenergebnisse

5.8.6 Berechnete Durchfluibeiwerte fiir s/a = 0.333

Das kleinste berechnete Labyrinth hat eine Bauhéhe von ¢ = 1.5mm. Fiir dieses Labyrinth
ergibt sich daher das kleinste zu berechnende Stromungsgebiet und somit die kleinsten
Knoten- und Elementeanzahlen (Tabelle 5.8). Die Reynoldszahlen am Eintritt, dargestellt
in Abbildung 5.12, haben die grofiten Werte. Auferdem sind die betragsmafigen Unterschie-
de fiir die einzelnen Geometrien am grofsten.

Die Abbruchschranke wird fiir diese Berechnungen mit bis zu DT'OL = 0.00025 gewahlt, da
sich sonst Unstetigkeiten im C'p-Verlaufes ergeben. In Abbildung 5.13 sind die berechneten
Durchflulibeiwerte dargestellt. Bei Betrachtung der Geometrieverhaltnisse erkennt man, dafs
der C'p-Wert zunichst mit steigendem a /¢ sinkt, um dann wieder anzusteigen. Dies 14kt auf
ein Minimum des Cp-Wertes in Abhingigkeit vom Geometrieverhéltnis a /¢ schliefen.

a/t 0.5 1.2 1.7 2.2 2.5
Knoten 30757 | 22885 | 18785 | 15505 | 14193
Elemente | 8547 | 6435 | 5335 | 4455 | 4103

Tabelle 5.8: Knoten- und Elementezahl fiir s/a = 0.333
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Abbildung 5.12: Reynoldszahlenen fiir s/a = 0.333
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Abbildung 5.13: Cp-Wert als Funktion des Druckverhiltnisses fiir s/a = 0.333

44



5. Parameterstudie 5.8 Rechenergebnisse

5.8.7 Darstellung der Ergebnisse
5.8.7.1 Einflul des Verhéltnisses a/t (s/a = konstant)

Die Verldufe der berechneten Durchflukbeiwerte werden ausgeglichen. Mit diesen Werten
werden dann die C'p-Werte iiber dem Geometrieverhéltnis a/t aufgetragen. Diese Darstel-
lung erhdlt man, wenn die C'p-Verldufe bei einem bestimmten Druckverhéltnis geschnitten
werden und die dabei erhaltenen Werte auftrégt und verbindet.

Weiters ist das Geometrieverhéltnis a/t fiir t = 3mm eingezeichnet. Dieser Wert soll als
Untergrenze der Teilung gedeutet werden. Werden die Dichtstreifen in einer vorgefertigten
Nut mit einem Stemmdraht befestigt, so ist dieser Platzbedarf als Minimum anzusehen.
Werden die Dichtstreifen aus dem Vollen gedreht, so ist der Platzbedarf geringer. Damit
sind kleinere Teilungen ¢ und somit grokere Verhéltnisse a/t zu erzielen.

Auf die Betriebssicherheit ist trotzdem zu achten (Dehnungen). Die Kennzeichnung von
t = 3mm dient auch zum besseren Vergleich mit den anderen Bauhohen.

Fiir ein Verhéltnis Spaltweite zu Bauhohe s/a = 0.14 liegt das Minimum des Cp-Wertes
bei a/t = 2.09, wahrend sich bei s/a = 0.20 ein optimales Verhéltnis a/t = 1.87 ergibt. Die
Labyrinthdichtung des Verhéaltnisses s/a = 0.33 besitzt ein optimales Verhaltnis a/t = 1.56.

o7 1 1

0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 3.2
Geometrieverhaeltnis a/t

Abbildung 5.14: Cp-Wert als Funktion des Geometrieverhéltnisses a/t fiir s/a = 0.08
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Abbildung 5.15: Cp-Wert als Funktion des Geometrieverhéltnisses a/t fiir s/a = 0.11
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= 1.100
= 1.325
= 1.5650
= 1.775
= 2.000

L3 33 3 3

0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4
Geometrieverhaeltnis a/t

o
®

3.2

Abbildung 5.16: Cp-Wert als Funktion des Geometrieverhéltnisses a/t fiir s/a = 0.14
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Abbildung 5.17: Cp-Wert als Funktion des Geometrieverhéltnisses a/t fiir s/a = 0.20
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Abbildung 5.18: Cp-Wert als Funktion des Geometrieverhéltnisses a/t fiir s/a = 0.33
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5.8.7.2 Einflul des Verhéltnisses a/t (7 = konstant)
In den Abbildungen 5.19 und 5.20 sind die Durchflubeiwerte in Abhéngigkeit vom Geo-

metrieverhéltnis a/t bei konstantem Druckverhiltnis abgebildet. Hier sind die erhaltenen
Minima und Linien konstanter Teilung eingetragen. Dabei erkennt man, dafs es nicht sinn-
voll ist, gewisse Teilungen zu unterschreiten, da dann der Durchflukbeiwert wieder ansteigt.
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‘ Minima .
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5 3 3 3
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Abbildung 5.19: Cp-Wert als Funktion des Verhaltnisses a/t fiir konstantes m
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s I s
——s/a = konst.
1 Minima . |
— 3

0.24

4
6
8

0.20

0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 3.2
Geometrieverhaeltnis a/t
0.26
0.24
4o
L
]
0
S
0.22
0.20 : : : : :
0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 3.2
Geometrieverhaeltnis a/t
I : I : I ; T i T 5
3 % % : f s/a = konst.
0.26 ‘ Minima ]
t/s =3
t/s =4
ke t/s =6
O]
= 0.24 t/s =8
(-)Q ' ' '
T e
‘ : 1 1 i :
0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 3.2

Geometrieverhaeltnis a/t

Abbildung 5.20: Cp-Wert als Funktion des Verhaltnisses a/t fiir konstantes m
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5.8 Rechenergebnisse

5.8.7.3 Einflult des Verhéltnisses s/a (7 = konstant)

In der Abbildung 5.21 sind die C'p-Werte in Abhéngigkeit vom Verhéaltnis s/a bei konstan-
tem Druckverhéltnis fiir bestimmte Verhéltnisse a /¢ aufgetragen. Die Berechnungen erfolgen
bei konstantem s = 0.5mm. Bei einem Verhéltnis von s/a ~ 0.24 wird der Durchflufbeiwert

fiir ein Verhaltnis «/t = 1.5 kleiner als fiir a/t = 2.0.
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Abbildung 5.21: Cp-Wert als Funktion des Verhéltnisses s/a fiir konstantes 7
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5.8.7.4 Einflul des Verhéltnisses s/a (t/s = konstant)

Mit zunehmender Bauhéhe wird auch der Statordurchmesser und somit die Querschnitts-
flache des Labyrinthes grofer. Die Spaltflachen um den Rotor bleiben konstant (Vergleichs-
flache der Diise), wiahrend die dukeren Spaltflichen am Stator grofer werden. Auf Grund
der Axial-Symmetrie wird dieser Einflufs bei den Berechnungen berticksichtigt, wihrend er
bei einer 2D-Versuchseinrichtung (Martin) nicht in die Messungen eingeht.

In der Abbildung 5.22 sind die Durchflubeiwerte {iber dem Geometrieverhéltnis Spaltwei-
te zu Bauhohe fiir verschiedene Verhéltnisse ¢/s aufgetragen. Ab einem Verhéltnis von ca.
s/a = 0.11 ist keine Erhohung des Cp-Wertes und somit des Leckmassenstromes gegeben.
Kann das Verhéltnis ca. s/a = 0.2 vergrokert werden, so ist mit einer Senkung des Durch-
flusbeiwertes auf ein Minimum zu rechnen.

Bei einem Verhéltnis Teilung zu Spaltweite von ¢/s = 3 ist kein Minimum erkennbar.

0.1 0.2 0.3 0.1 0.2 0.3

0.1 0.2 0.3 0.1 0.2 0.3
Geometrieverhaeltnis s/a Geometrieverhaeltnis s/a

Abbildung 5.22: Cp-Wert als Funktion des Verhéltnisses s/a fiir konstantes ¢/s
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5.8.7.5 3D-Schaubilder

Um die erhaltenen Ergebnisse zu verdeutlichen, werden dreidimensionale Schaubilder an-
gefertigt. Dabei wird der Cp-Werte in Abhéngigkeit von den Geometrieverhaltnissen a /¢
und s/a bei konstantem Druckverhéltnis aufgetragen (Abbildung 5.23 und 5.24). Es ist zu
erkennen, daf der C'p-Wert bei héheren Druckverhéltnissen 7 grofer wird und s/a einen
groferen Einflull auf den Leckmassenstrom als a/t hat.

0.26
0.24 —
57 0.22

0.20 -

0.18

Abbildung 5.23: Cp-Wert als Funktion von a/t und s/a bei 7 = 1.55 (Re = 390 — 1460)
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Abbildung 5.24: Cp-Wert als Funktion von a/t und s/a bei 7 = 2.00 (Re = 560 — 2040)
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5.8.8 Stromungsverhéiltnisse in den Labyrinthen
5.8.8.1 Stromung im Labyrinth der Bauhdéhe a = 6.0mm

Die unterschiedlichen Stromungsverhéltnisse bei verschiedenen Teilungen und Bauhohen
zeigen die Abbildungen 5.25-5.33. Der Makstab wird mit M = 5 : 1 gewdhlt. Die dar-
gestellten Bereiche sind jeweils die ersten Kammern der Labyrinthdichtung. Das Gesamt-
druckverhéltnis ist einheitlich fiir alle Abbildungen 7= ~ 1.55. Es werden die berechneten
Absolutgeschwindigkeiten bestehend aus den Komponenten in 2- und y-Richtung nach der
Hoéhe des Betrages wiedergegeben. Die roten Farben in den Abbildungen bezeichnen grofe
Geschwindigkeiten, die blauen kleinere. Die erwiinschte Verwirbelung der Geschwindigkeits-
energie in den Kammern kommt dabei deutlich zum Ausdruck. Es kann auch eine hohe
Geschwindigkeitszunahme in der Drosselstelle iiber den Dichtstreifen abgeleitet werden. Die
Geschwindigkeit nimmt mit steigender Drosselzahl zu.

In der Abbildung 5.31 ist in der ersten Kammer nur eine geringe Verwirbelung erkennbar.
Das 1&aft sich auf die fiir diese Bauhohe relativ grofe Teilung zuriickfithren. Fiir diese Dich-

tung ergibt sich ein grofer Durchflutbeiwert C'p (Abbildung 5.18).

Abbildung 5.25: Labyrinth: @ = 6.0mm, t = 6.32mm

Abbildung 5.26: Labyrinth: a = 6.0mm, t = 4.43mm

Abbildung 5.27: Labyrinth: a = 6.0mm, t = 2.74mm
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5.8.8.2 Stromung im Labyrinth der Bauh6éhe a = 3.5mm

Abbildung 5.28: Labyrinth: @ = 3.5mm, t = 5.85mm

Abbildung 5.29: Labyrinth: @ = 3.5mm, t = 2.36mm

Abbildung 5.30: Labyrinth: @ = 3.5mm, t = 1.43mm

5.8.8.3 Stromung im Labyrinth der Bauhéhe a« = 1.5mm

Abbildung 5.31: Labyrinth: « = 1.5mm, t = 3.00mm

Abbildung 5.32: Labyrinth: a = 1.5mm, t = 1.25mm

Abbildung 5.33: Labyrinth: « = 1.5mm, t = 0.68mm
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5.9 Schlulsfolgerungen

Am Institut wurden Messungen an einer Vollabyrinthdichtung mit der Bauhéhe ¢ = 6mm,
einer Spaltweite s = 0.5mm, einem Durchmesser Dp,,, = 300mm bei einer Teilung ¢t =
3.7mm durchgefiithrt. Verkleinerte man die Bauhhe bei konstanter Teilung, so kénnte auf
Grund der Berechnungen der Durchflufbeiwert reduziert werden. In Abbildung 5.34 ist die
absolute und die relative Verbesserung bezogen auf das Verhidltnis Spaltweite zu Bauhohe
s/a dargestellt.

0.26
E]O
024 2 8
& 3
= 3
N 7 6
O ()
s
0.22 5 4
>
S
g
' ' Cg
0.20 ‘ ‘ ‘ < 0 | ‘
0.0 0.1 0.2 0.3 &= 0.0 0.1 0.2 0.3
Verhaltnis s/a Verhéaltnis s/a

Abbildung 5.34: Frwartete Reduzierungen der Verluste
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Abbildung 5.35: Optimale Verhéltnisse a/t als Funktion von s/a

Ein weiteres Verbesserungspotential liegt in der der Verringerung der Teilung. Zwar ergibt
sich nach den erfolgten Berechnungen fiir die Ausgangsverhéltnis s/a = 0.083 kein optimales
Verhéltnis a/t (bei optimalen Verhaltnissen ist der minimalste Leckmassenstrom zu erwar-
ten), bis zu einem Verhéltnis t/s = 5.5 ist aber eine Reduzierung des Leckmassenstromes zu
erwarten. Bei diesem Verhéltnis ergibt sich bei einer Spaltweite von s = 0.5mm eine Teilung
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von t = 2.75mm. Diese Teilung ist fiir einen Einbau der Dichtstreifen mittels Stemmdréahten
als duferstes Minimum anzusehen.

Die grokten Verbesserungen sind bei den errechneten optimalen Geometrieverhdltnissen a/t
zu erwarten. Bei einem Verhiltnis a/t = 1.56 bei einer Bauhohe von s/a = 0.333 liegt
die berechnete Reduzierung des Leckmassenstromes bei 18%. Dieser Wert bezieht sich auf
die am Institut vorhande Dichtung. Diese Geometrie scheint jedoch in der Praxis aus be-
triebstechnischen Griinden nicht realisierbar. Fiir kleine Bauhéhen kénnen die Dichtstreifen
jedoch aus dem Vollen gedreht werden.

Die ermittelten Optima des Verhéaltnisses a/t sind in Abbildung 5.35 zusammengefalt. Die
Linien um die berechneten Werte sollen einen Streubereich, bedingt durch die Turbulenz-
modellierung, Ausgleichsrechnungen u.a, darstellen.

5.10 Empfehlungen und Anregungen

Bei der Parameterstudie wurden die Spaltweite s, die Dichtstreifenbreite b, die Drossel-
stellenzahl z sowie der Rotordurchmesser Dg,,» konstant gehalten. Durch Variation dieser
Parameter ergeben sich zusétzliche Kennzahlen, deren Einfliisse quantifiziert werden kénn-
ten.

Die kleiner werdende Dichtstreifenbreite, so die Angaben in der Literatur, senkt den Leck-
massenstrom. Fs wurde jedoch kein Beitrag gefunden, der den Einflult der Breite quanti-
fiziert. Auberdem spielt die Ausfithrung der Dichtstreifen beim Spalt und eine eventuelle
Schréagstellung der Dichtstreifen beim Durchfluliverhalten eine Rolle. Durch numerische Si-
mulation kénnten die Einfliisse mit einer weiteren Parameterstudie dargestellt werden. Au-
flerdem sind in der Literatur Messungen angegeben, die Vergleiche zwischen Messung und
Berechnung zulassen kénnten.

Sind die Einfliisse der aus der Dimensionsanalyse ermittelten Kennzahlen bekannt, so kann
ein Verfahren zur Bestimmung der optimalen Parameter bei einer vorgegebenen Abmessung
gefunden werden. Mit so einem Verfahren sollte der minimale Leckmassenstrom bei einfa-
cher Vorgehensweise ohne grofen Rechenaufwand erreicht werden.

Der Leckmassenstrom kann aufer durch Optimierung von Geometrieparametern auch durch
Finden neuer Dichtungen reduziert werden. Mit einer Literaturstudie kénnten eventuelle
Neuerungen (z.B. Biirstendichtung) aufgezahlt und mit bisher {iblichen Dichtungsbauarten
verglichen werden.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Aus der Literatur wurden Beitrdge zur Bestimmung der optimalen Geometrie fiir eine
Vollabyrinth-Dichtung zusammengefalkt. Die Dichtstreifenbreite b sollte unendlich klein sein,
aus Griinden der Festigkeit werden aber Breiten von b ~ 0.3mm verwendet. Fiir das Ver-
héaltnis Spaltweite zu Bauhohe gibt Martin ein Optimum von s/a ~ 0.25 an. Dieser Wert
wurde jedoch mit einer ebenen Versuchseinrichung ermittelt.

Zur Berechnung des Leckmassenstromes wurden verschiedene Durchflufigleichungen herge-
leitet und in Tabellenform zusammengefaft. Dabei wurde zwischen theoretischen, halbem-
pirischen und empirischen Verfahren unterschieden. Die Durchfluigleichungen wurden mit
einer am Institut durchgefithrten Messung verglichen. Dabei traten erhebliche Abweichun-
gen der Rechenverfahren von der Messung auf. Diese wurden als relativer Fehler in einem
Diagramm aufgetragen.

Die in der Literatur verwendeten Durchflutbeiwerte wurden in einer Umrechnungstabelle
dargestellt. Mit dieser Tabelle kénnen Abweichungen unterschiedlicher Verfahren und Ab-
weichungen der einzelnen Verfahren von einer Messung berechnet werden.

Die stationdre inkompressible turbulente Stromung wurde beschrieben. Dabei wurden die
Reynoldsgleichungen ausgehend von Navier-Stokes-Gleichungen hergeleitet. Auferdem wur-
den die Eigenschaften dieser Gleichungen und die der Turbulenz allgemein erlautert. Fiir
diese Stromung wurde auch das hiufig angewendete k-¢ Modell beschrieben. Weiters wurde
eine Ubersicht und eine Begriindung fiir die Anwendung von Turbulenzmodellen angefiihrt.
Durch Anwendung der Dimensionsanalyse ([T-Theorem von Buckingham) wurden die fiir
die Stromung durch ein Vollabyrinth relevanten Kennzahlen bestimmt. Finige dieser Kenn-
zahlen liefen sich als Geometrieverhaltnisse darstellen.

Um die Parameterstudie mittels FE-Berechnungen durchzufiihren, wurde ein geeignetes Tur-
bulenzmodell ermittelt. Beim Vergleich mit am Institut durchgefithrten Messungen stellte
sich das Standard k- Modell in Kombination mit dem Boussines¢-Ansatz als jenes mit dem
geringsten Fehler bei gleichzeitigem Erreichen des Konvergenzkriteriums heraus. Mit diesem
Modell wurden Strémungen durch Labyrinthe unterschiedlicher Bauhéhen und Teilungen si-
muliert. Mit den berechneten Cp-Werten konnten einige optimale Geometrieverhéaltnisse von
Bauhohe zu Teilung ermittelt werden. Diese kénnten das am Institut untersuchte Labyrinth
in ihrer Dichtwirkung wesentlich verbessern. Die grofite relative Verbesserung bezogen auf
das Ausgangslabyrinth liegt bei Verhéltnissen s/a = 0.33 und a/t = 1.56 bei 18%. Probleme

kénnten dann aber Warmedehnungen wiahrend des Betriebes bereiten.
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Anhang A

Turbulente Stromung

A.1 Stationare inkompressible turbulente Stromung

Einfachheitshalber soll die inkompressible Stromung behandelt werden, obwohl die Stro-
mung durch das Labyrinth kompressibel berechnet wird. Im Fall der Kompressibilitét treten
zusitzliche Terme in den Gleichungen auf, die Probleme der Turbulenzmodellierung kénnen
aber auch bei Inkompressibilitidt erlautert werden.

A.2 Mittelwertbildung

Um zu einer Definition iiber die gemittelten Werte zu kommen, bedient man sich der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. Nach dieser wird die turbulente Stromung als stochastischer Prozefs
mit der Zufallsvariablen ¢ aufgefaft. Bei einer statistisch-stationdren Strémung bietet sich
die zeitliche Mittelung an (bei statistisch-instationarer die raumliche Mittelung) [17]. Diese
Stromung wird in eine Grundstrémung und in einen Schwankungsanteil aufgeteilt. Fiir einen
Momentanwert ¢ einer beliebigen Stromungsgrofe kann man dann schreiben:

b=0+¢ . (A1)
Hierbei ist der zeitliche Mittelwert ¢ definiert als:

to+ At
/ et (A.2)

to

— 1
=%

und ¢' die momentane Abweichung vom Mittelwert ¢. Nach dieser Definition mufR fiir ¢’

nach GIl.(A.2) gelten:

| to+At
= — 'dt =0 , A3
== [ ¢ (A3)

to

Dabei ist At eine geniigend lange Zeit. Als Varianz ist definiert:

(@)2#0 ! (A.4)
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A. Turbulente Strémung

Von einer stationdren Stréomung spricht man dann, wenn deren charakteristische Grofen
(Druck p, Temperatur T, Dichte p und Geschwindigkeit u bzw. v) von der Zeit unabhéangig
sind. Es gilt dann folgender Ausdruck:

99
Frie 0 . (A.5)
Streng genommen sind turbulente Stromungen instationdr. In der Praxis sind jedoch nicht
die Einzelheiten der turbulenten Schwankungsbewegungen von Interesse, sondern vielmehr
die Bewegungen der geordneten Grundstromung. Diese ist haufig stationar, also zeitun-
abhingig. Die Behandlung einer turbulenten Strémung als stationédre wird quasistationdr
[5] genannt. In Abbildung A.1 sind die statistisch-stationire und -instationédre Stréomung
dargestellt.

hs2 7 S
% ¢ 0
0 %)
e} 2
; W W E
QD &—1
w QJU
an %)
c i Q)
5 d=konstant %
3 z
:0 .

< O
- <
2 0

Zeit t 7eit t

Abbildung A.1: Statistisch-stationdre und -instationdre Strémung

A.2.1 Rechenregeln fiir die Mittelwertbildung

Es sei ¢ eine bestimmte physikalische Feldgrofe und s eine unabhéngige Variable (Zeit ¢
oder die Ortskoordinaten x, y, z). Dann gelten folgende Rechenregeln [17]:

bidy = G110+ I P (A.6)
29 _ 0

ds  Os (A7)
o7 _
o= (A8)
oo —0dy O

leg — leE‘F 1 88 (Ag)

Aus diesen Gleichungen erkennt man, dafs die Terme mit linearen Schwankungsanteilen bei
der Mittelung wegfallen.

A.3 Gleichungen fiir die turbulente Stromung

Die Gleichungen sollen fiir die zweidimensionale oder ebene Stromung angeschrieben wer-
den. Die fiir die Stromung charakteristischen Gréfen sind dann nur von zwei Koordinaten
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abhingig. Jede reale Stromung ist dreidimensional, da stets Randeinfliisse vorhanden sind.
Diese miissen fiir eine sinnvolle zweidimensionale Naherung asymptotisch klein sein. Es gilt

dann:
w = 0 (A.10)
d¢ B
5, = 0 . (A.11)

Die Gewinnung stromungstechnischer Informationen erfordert im allgemeinen die Losung
der Differentialgleichungen fiir Massen-, Impuls- und Energietransport. Im folgenden sollen
die fiir die turbulente Strémung wichtigen Reynoldsgleichungen hergeleitet werden. Die allge-
meine Theorie der Flissigkeitsreibung [12] lehrt, dak durch die Formanderung der einzelnen
Flissigkeitselemente Spannungen von dhnlicher Art entstehen wie bei elastischen Kérpern.
Der Unterschied dabei ist, dal die Spannungen nicht den Formanderungen, sondern den
Forménderungsgeschwindigkeiten proportional sind. Die Gleichungen fiir die Spannungs-
komponenten lauten nach den Lehren der Elastizitdatstheorie:

Tow = ZMg—Z (A.12)
Ov

Tyy = QMa_y (A.13)
ou  Ov

Toy = H (a_y + 8_:1;) (A.14)

Die zeitabhéangigen Navier-Stokes-Gleichungen ( Bewegungsgleichungen oder Impulsgleichun-
gen) beschreiben mit der Kontinuititsgleichung die turbulente Stromung (auch die laminare)
vollsténdig. Bei einer ebenen Strémung sind drei Unbekannte u( q ), V(t.0,y) Und p(szy) fiir
zwei Bewegungsgleichungen und die Kontinuitdt vorhanden. Dabei wird angenommen, dafs
das Fluid inkompressibel, also p = konstant ist. Der Druck ist dann gleich dem Mittel-
wert der Normalspannungen (Hypothese von Stokes). Weiters wird angenommen, dak es
sich um sogenannte Newton’sche Fluide handelt, also ein linearer Zusammenhang zwischen
Spannungs- und Deformationstensor herrscht. Bei Gasen fithrt das Newton’sche Geselz zu
zusitzlichen Normalspannungen. Die dafiir zustandige Zéhigkeit wird Kompressionszihig-
keit [14] genannt. Der Einfluf ist jedoch gering und aukerdem schwer zu bestimmen. Die
Navier-Stokes-Gleichungen haben dann folgende Form:

g_z T g_z =0 Kontinuitat (A.15)
Ju Ju  Ju 1dp p (0*u J*u ) )
bl il = X a2 I 1 -Richt Al
9t+u8x+vay > p8x+p(8x2+8y2 mpuls in x-Richtung (A.16)
I 11T v
dv dv  Ov Lop p (0% 0% . .
=y T T I 1 -Richt Al
5 3 + U@y Sar o (8:1;2 352 mpuls in y-Richtung (A.17)

I) Tragheitskrafte je Masse
IT)  Massenkraft je Masse
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IIT)  Druckkréfte je Masse
IV)  Zahigkeitskrifte je Masse

Diese Gleichungen bringen das Gleichgewicht zwischen Massen-, Tragheits-, Druck- und
Reibungskrafte zum Ausdruck. Dabei ist p die dynamische Viskositit [5], oft auch nur
Viskositdt genannt. Es wird auch die kinematische Viskositit verwendet. Sie ist definiert
als:

i
v p : (A.18)
Die analytische Losung der Differentialgleichungen GIn.(A.15) bis (A.17) ist nur fiir eine
geringe Zahl von einfachen Randbedingungen moglich. Diese sind aber in der Praxis von
geringer Bedeutung. Auf Grund der Nichtlinearitét der Gleichungen und der Komplexitat
der Stromungsrandbedingungen muf auf numerische Berechnungsverfahren zuriickgegriffen
werden. Fiir turbulente Stréomungsvorgéange sind, wie bereits erwéhnt, vor allem die Kompo-
nenten der Grundstromung von Interesse [5]. Es sollen daher die Navier-Stokes-Gleichungen
zeitlich gemittelt werden. Auf Grund der Analogie wird nur die erste der beiden Bewegungs-
gleichungen hergeleitet. Mit den Momentanwerten der Variablen:

u = u+u (A.19)
v = 40 (A.20)
p = 7+p (A.21)

erhdlt man fiir die Kontinuitatsgleichung GIl.(A.15):

Jdu Jv  ou oV

6_x+6_y+6—x+8_y:0 . (A.QQ)

und fiir die Navier-Stokes-Gleichung nach Wegfall des zeitabhdngigen Terms auf Grund der
GL(A.5):

dJu ,0u _ou  ,0u
U—t+u—+tu—+u—-—-+

o ov ot o 1 (0p op\  p(0fm O 'm0
oy oy ey T (91‘ 91‘) p (5y2 T o Tae T o) )

Fiithrt man nun die zeitliche Mittelung dieser Gleichungen durch, d.h fiir jedes Glied in
dieser Gleichung wird die Mittelung angewendet, so erhélt man auf Grund der Anwendung
der Rechenregeln aus Kapitel A.2.1 auf Seite 63 fiir die gemittelte Kontinuitatsgleichung

GL.(A.22):
ou Ov
a—x + a—y =0 . (A.24)

Fiir die Schwankungsanteile mufs auf Grund dieser Gleichung ebenfalls die Kontinuitétsglei-
chung erfiillt sein:

ou o
— 4+ —= : A2
Ox + Jdy 0 (A.25)
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Fir die Navier-Stokes-Gleichung ergibt sich dann:
_du _0Jv 10p  p(0%u 0% Lo ou!
— 4+t —=—"F— |+ - | — : A.26
u8x+vay p8x+p(8x2+ay2 u8x+v dy ( )

Fir den Klammerausdruck auf der rechten Seite erhalt man:

i R T W L N
"oz U@y_Qa:Jc dy u@y
1 8(u’2) (u'v') /au’
T2 Ox + dy —I_u%
B O(u'v') 8(u’2)
= oy + e ) (A.27)

Auf diese Schreibweise kommt man, wenn man die Kontinuitdt der Schwankungsanteile und
eine einfache Umformung mit der Produktregel anwendet:

ov’ ou’

I’y 0w 00
7y = v 79 + u 3y ) (A.29)

Damit lauten die gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen, die auch als Reynoldsgleichungen
bezeichnet werden:

_ou _du 1dp p (0*u 0% 8(u’2) O(u'v')
"9 oy T p0e ;(@w—yz “oe oy (4.%0)
_Jv _Ov B 1op u (0*v 0% 8(u’2) O(u'v')
U@y +u8:1; T pdy + ) (8:1:2 + )\ oy + ox - (A3D)

A.3.1 Grenzschichten

Unter einer Grenzschicht versteht man, wenn in Hauptstréomungsrichtung nur kleine und nor-
mal dazu groke Geschwindigkeitsgradienten vorherrschen [14]. Fiir turbulente Stromungs-
grenzschichten reduzieren sich daher die beiden Impulsgleichungen auf eine Gleichung in
Stromungsrichtung. In diesem Bereich herrscht die u-Komponente vor. Diese dndert sich in
y-Richtung am starksten. Da sich die Grofen in 2-Richtung nur sehr schwach im Vergleich
zur Querrichtung dndern, gilt in guter Néherung:

< . (A.32)

Die Grenzschichtgleichung lautet dann:

_Ou _du  10p p 0*u  I(u'')
e + U@y - poz + p 0y? dy ' (4.33)
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Dabei ist p der am Rand der Grenzschicht vorgegebene Druck. Mit der Kontinuitatsgleichung
hat man dann zwei Gleichungen fiir die drei Unbekannten w, v, und W Die Mittelwer-
te der Produkte der Schwankungsgeschwindigkeiten sind charakteristische Merkmale der
turbulenten Strémung. Durch das Auftreten des Ausdrucks (u'v’) ist das gemittelte Glei-
chungssystem nicht mehr geschlossen. Dieses reduzierte Gleichungssystem (mehr Unbekann-
te als Gleichungen) laft sich dadurch schliefen, indem man fiir die sogenannte turbulente
Schubspannung oder Reynoldsspannung:

7 = —p(u/v') (A.34)

einen algebraischen Ausdruck angibt. Diese Schubspannung ist eine Folge des Impulsaus-
tausches durch die turbulente Schwankungsbewegung. Die Wirkung gleicht einer laminaren
Stromung erhdhter Viskositat. Man spricht daher auch von turbulenter Scheinreibung [5].
Fiir die viskose Schubspannung gilt nach dem Newton’schen Reibungsgesetz:
P
= e (A.35)
dy
Die gesamte mittlere Schubspannung 7, ergibt sich aus dem viskosen und turbulenten
Anteil zu:
ou
dy

(u'v’) ) (A.36)

Tiot = To + T4t = U

Die Verldufe der Schubspannungen iiber dem dimensionslosen Wandabstand y* (siehe G1.(A.44)
auf Seite 69) sind in Abbildung A.2 dargestellt [3].

Schubspannung T

0 5 10 15 20 25 30

dimensionsloser Abstand y*

Abbildung A.2: Verlaufe der Schubspannungen im Wandbereich

Man erhdlt dann mit G1.(A.36) und Gl.(A.32) fiir G1.(A.30):
Odu | Odu_ 19p  pdu O

ua_erU%_ p@x—l_;ay? dy

(A.37)

Diese Gleichung gilt formal fiir laminare und fiir turbulente Grenzschichten. Im laminaren
Fall ergibt sich 7,; aus dem Newton’schen Reitbungsgesetz allein, wahrend im turbulenten
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Fall 74, um 7 erweitert wird.

Formal laft sich die Gl.(A.36) auch schreiben als:

Ju Ju
Trot = p(V‘I’Vt)a_Z = (M+Mt)a_z (A.38)
mit
u'v’ u'v’
V== bzw. = =P : (A.39)
dy dy

Dabei ist vy die scheinbare kinematische Viskositit. Im Gegensatz zur kinematischen Vis-
kositat ist 14 keine Stoffkonstante, sondern eine geometrie- und stréomungsabhéngige Orts-
funktion. Die Hauptschwierigkeit in der Theroie der turbulenten Grenzschichten liegt im
Aufstellen von Formeln fiir 7;. Um das oben angesprochene Schlieffungsproblem fir tur-
bulente Stromungen zu losen, muf dafiir ein Zusammenhang zwischen der turbulenten
Schwankungsbewegung und der mittleren Bewegung der Grundstrémung gefunden werden.
Ein Zusammenhang ist bisher nur auf empirischen bzw. halbempirischen Weg zu gewinnen
(Turbulenzmodellierung).

A.3.2 Der Wandbereich

Stromungen im Wandbereich sind von entscheidender Bedeutung. Auf Grund der verschwin-
denden Tangentialgeschwindigkeit herrscht hier ein scharfer Ubergang zwischen laminarer
und vollturbulenter Strémung. Der Abstand von der Wand, in dem diese Uberginge erfol-
gen ist zwar gering, doch erfolgen hier die grofiten Verdnderungen der Stromungsparameter.
Diese grofen Verdnderungen in einem kleinen Bereich bringen gewisse Schwierigkeiten in
der Modellierung mit sich. Es bedarf betréachtlich mehr Aufwand universelle Modelle fiir
Ubergangsstrémungen zu entwickeln, als es fiir rein turbulente Strémung der Fall ist. Das
ist auch ein Grund, warum die meisten Modelle nur fiir grobe Reynoldszahlen geeignet sind.
Fiir die Wandregionen wurden Funktionen ermittelt, die auf der eindimensionalen Strémung
und empirischen Beobachtungen beruhen. Da die gesamte Schubspannung 7;,; im Wandbe-
reich konstant ist [3], gilt:

0
gy =0 (A.40)

Nach der Mischungsweg-Hypothese von Prandtl[5] erhalt man fiir die turbulente Schubspan-
nung:
du

T = pl? — (A.41)

Dabei ist | die Mischungsweglange. Mit einem positiven Ausdruck du/dy ergibt sich fiir
GL(A.41):

du\?
= pl? (@) : (A.42)
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Fiir die gesamte Schubspannung 7.; ergibt sich somit:

A AN
Tiot = /«L@ + ,0[2 (@) . (A.43)

Zur Verallgemeinerung werden dimensionslose Grofen folgender Form eingefiihrt:

gyt o= Y (A.44)
L
A

o= 2 (A.45)
L

ut o= L (A.46)
Uy

Dabei ist die Schubspannungsgeschwindigkeit w, [5] definiert als:

Ttot
P ( )

Man erhdlt dann fiir die GI.(A.43):

du™ 9 [dut 2
— 4T =1 ) A4
dy™ + (dy"‘) (A.48)

Mit einer geeigneten Modellierung von ZEZJ,) stellt diese Gleichung eine Differentialgleichung
fiir die Geschwindigkeitsverteilung uzﬁ) dar. Fiir y* — 0 und y* — oo sind auch Angaben
ohne Modellierung moglich [5].

a)reinviskose Schicht: y* — 0

Unmittelbar an der Wand mufs die turbulente Schwankungsbewegung verschwinden. Damit

wird [t = 0. Daher lautet Gl.(A.48) fiir die reinviskose Schicht:
ut =gyt fir y* —0 : (A.49)

b)vollturbulente Schicht: y* — oo

Mit y* — oo wird nun derjenige Bereich der Stromung gekennzeichnet, in dem die Viskositét
gegeniiber dem turbulenten Impulsaustausch keine Wirkung mehr besitzt. Daher kann der
erste Term auf der linken Seite der GIl.(A.48) vernachléssigt werden. Aukerdem muf die
Funktion ZEZJ,) von der Viskositat unabhéangig sein. Dies ist der Fall, wenn [T proportional

zu yt ist. Also gilt in diesem Bereich:
It =ky™" : (A.50)

Dabei ist k eine universelle Konstante. Sie wird Kdrmdn-Konstante [5] genannt und hat den
Wert £ = 0.41 (es wird auch der Wert £ = 0.40 verwendet [14]). Damit erhélt man fiir Gl.
(A.48):

dut 1
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Die Loésung erhélt man nach einmaliger Integration zu:

1
ut = ~lnyt +C fiir yt — oo : (A.52)
K
Diese Gleichung nennt man auch universelles logarithmisches Wandgesetz [12] der turbulen-
ten Geschwindigkeitsverteilung. Formal kann man diese Gleichung auch schreiben als:

1
ut = —In(Ey™) fiir yt — oo : (A.53)
K
F ist dabei ein empirischer Koeffizient mit £ = 9.0 [3] fiir glatte Wande (C' = 5.5—5.8) [14].

Je nach Groke von y* 1akt sich nun der Geschwindigkeitsverlauf in drei Bereiche unterteilen:

viskose Unterschicht 0<yt <5
Ubergangsschicht h <yt <30
vollturbulenter Wandbereich 30 < y™

Fine Funktion fiir den Wandbereich, die sowohl fiir die viskose Unterschicht (y* < 5), dem
Ubergangsbereich (5 < y* < 30) und dem vollturbulenten Bereich (y* > 30) Giiltigkeit
besitzt, stellt das Reichardt’sche Gesetz [3] dar. Dieses ist definiert als:

+

1 y + .
ut = —=In(1+04y") 4+ 78(1 — e 11 — yi—le_0'33y+) Reichardt’sches Gesetz (A.54)
K

Geht man vom natiirlichen Logarithmus zum Zehnerlogarithmus tiber (Ina = In101lgz =

2.30261g x), so ergibt sich mit k = 0.40 die Gl.(A.52) zu:
ut =5.751gyt +5.5 . (A.55)

In Abbildung A.3 sind die experimentell ermittelten Verldufe der Wandgesetze dargestellt.
Man erkennt dabei einen geradlinigen Verlauf ab y* = 30. Wiirde diese Gerade aber bis
zum Wandabstand y* = 0 weiter verwendet werden, so ergebe sich in der Wandung eine
Geschwindigkeit ungleich Null. Diese muf auf Grund der Haftbedingung [6] aber gleich Null
sein. In unmittelbarer Wandnéhe ist die Geschwindigkeit proportional dem Wandabstand.
Dieser Verlauf ist aber nur fiir die Unterschicht mit (y* < 5) giiltig.

2O : \ : \

viskose ™ ~ Ubergangs—1" voﬂturbﬁlenter

‘Unterschicht- bereich -y - Be‘reich~———————————————————————%

[AN)
@)

—
@)l
1

Geschwindigkeit u”
o

dimensionsloser Abstand y*

Abbildung A.3: Darstellung der Wandgesetze
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Bei der turbulenten Stromung an einer rauhen Wand werden neben der zdhen Schubspan-
nung auch noch Tangentialkrafte auf die Wand tibertragen [17]. Diese riithren von den Fliis-
sigkeitsdriicken auf die Rauhigkeitserhebungen her. Diese Druckkréfte kénnen unter Um-
standen die Zahigkeitskrafte {ibertreffen. Beide Kréfte werden zu einer resultierenden Rei-
bungskraft zusammengefalht. Ein unmittelbarer Einfluff der Rauhigkeiten macht sich aber in
der Regel nur in der Unterschicht bemerkbar, deren Dicke etwa den Rauhigkeitserhebungen
entspricht. Fiir die mittlere Geschwindigkeitsverteilung an einer rauhen Wand ist G1.(A.52)
ebenfalls giiltig. Es dndert sich nur die Bestimmung der Integrationskonstanten.

A.3.3 Eigenschaften der Grundgleichungen

Hier sollen die wichtigsten Figenschaften der Grundgleichungen fiir die turbulente Strémung
dargestellt werden |6].

1. Die Grundgleichungen werden beziiglich eines ortsfesten Kontrollraumes formuliert, so
dal sich in einem betrachteten Kontrollvolumen zu verschiedenen Zeiten verschiedene
Fluidteilchen befinden (Fulersche Betrachtungsweise).

2. Aus dem Newton’schen Grundgesetz der Mechanik und dem Prinzip des Kraftegleich-
gewichts an einem Kontrollvolumen folgt die vektorielle Impulsgleichung. Unter Be-
riicksichtigung der Stokes’schen Annahmen heifen diese Gleichungen Navier-Stokes-
Gleichungen. Diese sind nichtlineare partielle Differentialgleichungen.

3. Der Druck in den Navier-Stokes-Gleichungen entspricht dem thermodynamischen Druck
(Vernachldssigung der Kompressionszihigkeit).

4. Bei turbulenten Strémungen werden alle abhéngigen Variablen in zeitliche Mittelwer-
te und zugehorige Schwankungsgréfen aufgeteilt. Anschlieflend werden die Grundglei-
chungen einem Mittelungsprozefs unterzogen.

5. In diesen Gleichungen treten durch den Mittelungsprozel weitere Unbekannte auf.
Damit ist die Zahl der Unbekannten grofer als die Zahl der Gleichungen (Schlieffungs-
problem).

6. Das Gleichungssystem kann durch Hinzunahme weiterer Gleichungen geschlossen wer-
den. Man spricht dann von sogenannten Turbulenzmodelle. Sie kommen bis heute
nicht ohne empirische Daten aus.

A.4 Grollen der Turbulenz

Ein Mak fiir die Intensitat der Turbulenz einer Strémung gibt der sogenannte Turbulenzgrad
wieder. Dieser ist definiert zu:

_ 2k W)+ (07) + (w?)
Tu= %—\l S0l ) (A.56)

Dabei ist u,, die ungestorte Anstromgeschwindigkeit. In turbulenten Strémungen hat der
Turbulenzgrad Werte von etwa Tu = 0.1. Bei Tu = 0.5+ 10™* spricht man von turbulenzar-

men Stomungen [5]. Bei isotroper Turbulenz gilt:

/

W =v =u ) (A.5T7)
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Isotropie bedeutet also gleiches Turbulenzverhalten in alle Richtungen. Fiir den Turbulenz-
grad bei isotroper Turbulenz gilt dann aufgrund GI.(A.57):

72
O ACE (A.58)
Ueo
Ein typisches Turbulenzfeld hat ein grofes Langen- und Zeitspektrum. Es ist daher zweckma-
fig dieses Spektrum in einen grofen (g), mittleren (m) und kleinen (k) Bereich einzuteilen.
Die dementsprechenden Reynoldszahlen lauten [3]:

5

Re, = p—2¢ (A.59)
L
m(sm

Ren, = p- (A.60)
L
5

Re,, = ,0M : (A.61)
L

Dabei muf Re, < Re,, < Re, gelten. Die Grundstrémung ist charakterisiert durch:

§
Re = ,ou— : (A.62)
7

Bei der Produktion der Turbulenz herrschen zundchst niedrige Frequenzen (groke Turbu-
lenzelemente) vor. Diese sind die Haupttrager der kinetischen Energie. Infolge der Schwan-
kungsbewegung kommt es allméhlich zum Zerfall der grofsen Turbulenzelemente in kleinere.
Dieser Kaskadenprozef [6] setzt sich fort, bis die Elemente so klein sind, dak die kinetische
Energie unter der Wirkung der molekularen Viskositét dissipiert. Dieser Vorgang spielt sich
also in Bereichen hoher Frequenzen (kleine Turbulenzelemente) ab. In diesem Bereich ist die
Turbulenz bei hohen Reynoldszahlen isotrop. Sie besitzt dann einen Gleichgewichtszustand.
Die groften Turbulenzelemente entstehen auf Grund Instabilitédten der Grundstrémung. Da-
bei entziehen diese Turbulenzwirbel von der Grundstrémung die Energierate G. Aus einer
Dimensionsanalyse folgt:

G~ -2 . (A.63)

Die groften Turbulenzelemente haben eine Zahl wichtiger Eigenschaften:
e sie sind streng anisotrop,
e sie korrelieren stark mit der Grundstréomung (8, ~ &, u, ~ u),
e sie sind hauptverantwortlich fiir turbulenten Austausch,
e sie beinhalten den grofiten Teil der gesamten kinetischen Turbulenzenergie.

Die mittleren Elemente sind durch die mittleren Langen- und Zeitgréhen charakterisiert.
Sie sind weniger ausgerichtet als die groken Elemente. Thre hauptséchliche Aufgabe ist der
Turbulenzenergietransfer zu den kleineren Wirbeln. Sonst sind sie nicht fiir den Turbu-
lenzprozels bestimmend. Aufierdem beanspruchen sie nur einen geringen Teil der gesamten
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Turbulenzenergie.

Die kleineren Elemente werden durch die dementsprechenden Gréfen charakterisiert. Sie
haben die Aufgabe die kinetische FEnergie zu dissipieren. Dabei wird die von den mittleren
Turbulenzelementen erhaltene Energie in Warme umgewandelt. Die kleinen Elemente sind
daher hoch viskos und isotrop. Die Stréomungsgroben korrelieren direkt mit den Stoffwerten
des Fluids p und g und mit der Dissipationsrate ¢ [3]. Man kann sich die Dissipations-
rate ¢ als die Schwankungen der Spannungskomponenten mit der jeweils dazugehdrenden
Forménderungsgeschwindigkeit multipliziert vorstellen [12].

up, (ﬁ) B (A.64)

p

3/4
S | L (A.65)
pel/3

Setzt man nun die beiden Gleichungen (A.64) und (A.65) in die Reynoldszahl G1.(A.61) ein,

so erhalt man:

A\ /
Rey = p%% — p(%)l 4 /S”—/)B " o (A.66)

Das bestétigt die Behauptung einer kleinen Reynoldszahl und hohen Viskositdt. Aus der
Gleichung lékt sich erkennen:

je grofer ¢, desto kleiner die Elemente. Somit ist die physikalische Grofe der kleinen Elemen-
te abhdngig von der Dissipationsrate . Diese wird durch die Energierate G bestimmt. Diese
versorgt das Turbulenzfeld mit kinetischer Energie. In Stromungsbereichen mit kleinem
Energietransfer herrscht ein Gleichgewicht zwischen Energierate G und der Dissipationsrate
¢ (Dissipation = Produktion), d.h.:

3
f Gl (A.67)
O
In solchen Stromungsbereichen spricht man von einem lokalen Gleichgewicht. Bei diesen Aus-
sagen wurde ein vollentwickeltes Turbulenzfeld angenommen. In diesem Fall ist Re, > 100.
Man spricht dann von einer Turbulenz mit grofier Reynoldszahl. In einem ausgepréigten Tur-
bulenzfeld ist ein groker Unterschied zwischen grofter und kleiner Reynoldszahl gegeben. Sie
besitzen keine direkte Wechselwirkung und sind daher voneinander unabhéngig. Auferdem
lafkt sich zeigen, daf die Viskositat und damit die molekularen Eigenschaften nur geringen
Einflut auf die grofen Turbulenzelemente hat.

Mit den Gleichungen (A.59), (A.64) und (A.67) erhalt man folgendes Verhaltnis fiir die

charakteristischen Geschwindigkeiten:

Bk o Re, Mt (A.68)

Mit den Gleichungen(A.59), (A.65) und (A.67) erhédlt man das dementsprechende Verhéltnis

fiir die Langengrofen:

5
o Re, (A.69)
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Das Zeitgrofenverhiltnis erhalt man dann mit diesen beiden Gleichungen (A.68) und (A.69)
ALE

L~ Re, V2 . A.70
g

Diese Gleichungen zeigen, dal der Unterschied zwischen grofien und kleinen Gréfken um-
so grofer ist, je grofer die Reynoldszahl Re, ist. Auf Grund des Spektrums ist es zweck-
mékig eine kritische Reynoldszahl Re. einzufiihren. Das ist jene Reynoldszahl, bei der die
Turbulenz nur voriibergehend ist. Die Turbulenz wird dann eingeteilt in ausgebildete und
voribergehende Turbulenz. Ist das Turbulenzfeld voll entwickelt, so spricht man von grofen
Reynoldszahlen, im anderen Fall von kleinen.

A.4.1 Ausgebildete Turbulenz

Bei der ausgebildeten Turbulenz gelten die vorher besprochenen Spektren. Die kleinen und
grofen Wirbelelemente haben keine direkte Wechselbeziehung. Sie werden daher als stati-
stisch unabhdingig 3] bezeichnet. Die kleinen Wirbelelemente werden von der Viskositat be-
stimmt. Die grofsen hingegen sind fiir die turbulente Wirbelentstehung von Bedeutung. Fine
solche Stromung zeigt nur eine geringe Empfindlichkeit auf die Verédnderung der Reynolds-
zahl [3]. Fir die Turbulenzmodellierung ist das eine wesentliche Vereinfachung.

A.4.2 Voriibergehende Turbulenz

Bei kleinen Werten von Re, herrschen Wechselwirkungen zwischen den kleinen und grofen
Wirbelelementen. Die groken Wirbelelemente sind somit von der Viskositét des Fluids ab-
hangig. Diese Abhéngigheit stellt in der Turbulenzmodellierung grofse Probleme dar [3].

A.4.3 Eigenschaften der Turbulenz

Da die Turbulenz nicht einfach zu definieren ist, sollen die wichtigsten Merkmale zusam-
mengefalkt werden [3].

o An jeder Stelle einer Stromung herrscht Gleichgewicht zwischen Trégheits-, Druck-,
Reibungs- und Schwerkraft. Schwache Stérungen der Strémung werden im laminaren
Fall von der Reibungskraft gedampft. Bei Erhéhung der Geschwindigkeit nimmt die
Reibungskraft nicht so stark zu wie die iibrigen Krafte. Sie ist dann zu klein um die
Storungen zu ddmpfen und es kommt zur turbulenten Stromungsform.

o Wesentliches Merkmal einer turbulenten Stromung ist eine unregelméfige und zufalls-
bedingte Schwankungsbewegung. Diese ist der geordneten Grundstromung iiberlagert.
Die Schwankungsbewegung sorgt insbesonders fiir eine starke Vermischung in der Stré-
mung quer zur Stromungsrichtung und damit fiir einen erhéhten Impulsaustausch. Sie
hat auf die Grundstromung die Wirkung von scheinbaren Reibungskriften.

o Obwohl eine turbulente Stromung stets instationar ist, spricht man dennoch von einer
stationdren turbulenten Stréomung, wenn die geordnete Grundstrémung von der Zeit
unabhéngig ist.
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e Turbulenz ist ein nichtlineares, zeitabhangiges und dreidimensionales Phdnomen. Man
kann sich Turbulenz als Gewirr von Wirbelfaden vorstellen, deren Streckung ein wich-
tiger Vorgang in der turbulenten Stromung ist.

o Die Fahigkeit des Impuls-,Warme-und Stoffaustausches bei Turbulenz ist grofer als
durch molekulare Diffusion.

o Turbulente Stromung ist durch eine Vielzahl an verstrickten Wirbeln unterschiedlicher
Grohe charakterisiert. Fiir diese unterschiedlichen Gréfen lassen sich Langen- und
Zeitgrofen definieren. Diese werden als Spektren bezeichnet.

o Die groberen Turbulenzelemente werden durch Instabilitédten in der Grundstrémung
verursacht. Diese Elemente entziehen der Grundstréomung kinetische Energie und stel-
len so die fiir die turbulente Stromung notwendige Energie zur Verfiigung. Auf Grund
dieser Wechselbeziehung korrelieren die geometrischen und dynamischen Merkmale
der Grundstrémung mit denen der groben Elemente. Bei grofen Reynoldszahlen sind
die kleinsten Elemente isotrop.

o Die grofen Elemente ihrerseits werden instabil und brechen zusammen. Dabei geben
sie ihre kinetische Energie an die kleineren Elemente ab. Dieser Vorgang wird als

kinetische Energiekaskade |3][14] bezeichnet (Abbildung A.4).

G
9 \
oD X%
5 Bereich der 2, Bereich der
c Energieentstehung éb@é Dissipation
& sy
o ‘3(7@
e
O
A 6=06 6=0 0=0
- g m k
9
=
e

log(1/9)

Abbildung A.4: Spektrale Verteilung der kinetischen Turbulenzenergie

Wiirde die Energiezufuhr unterbrochen, wiirde die Turbulenz schnell verfallen. Daher
braucht Turbulenz kontinuierliche Versorgung an kinetischer Energie. Der Kaskaden-
prozels setzt sich fort, bis die Turbulenzelemente so klein sind, daf die kinetische
Energie unter der Wirkung der molekularen Viskositat dissipiert, also in innere Ener-
gie {ibergefiihrt wird.

o Der Betrag der dissipierten Energie hdngt von der Energiezufuhr der groken Elemen-
te ab, wéhrend der Dissipationsvorgang durch das Verhalten der kleinen Elemente
bestimmt ist.

o Iiir die Erklarung der Turbulenzentstehung muf man die Stérungsbewegungen im ein-
zelnen nachrechnen, um herauszufinden, welche Formen von Stérungen zur Turbulenz
fiihren und unter welchen Bedingungen diese auftreten kénnen.
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Anhang B

Turbulenzmodellierung

B.1 Warum Turbulenzmodellierung ?

Es wurde bereits erwdhnt, dal Turbulenz ein dreidimensionaler Vorgang ist. Will man die
exakte Losung simulieren, so sind die zeitabhdngigen Navier-Stokes-Gleichungen zu 16sen.
Diese beschreiben die Stromung vollstandig. Es sind somit keine weiteren Gleichungen oder
Rechenmodelle notwendig. Um diese sogenannnte direkte Turbulenzsimulation durchzufiih-
ren, waren aber unwirtschaftlich groke CPUs von Néten [3]. Das soll im folgenden kurz
erklart werden.

Wiirde die exakte Berechnung erfolgen, so miikite fiir jedes Stréomungsproblem ein dreidi-
mensionales Netz erstellt werden. Weiters miifiten die Netze so feinmaschig sein, daf die
kleinsten energiedissipierenden Turbulenzlemente erfalit werden.

Es sei nun ein Stréomungsabschnitt mit einer charakteristischen Lange von d=1m vorhan-
den. Die Reynoldszahl soll dabei Re ~ 500 betragen. In solch einer Stromung sind die
grofiten Wirbelelemente ca. ein Zehntel der charakteristischen Lange, also d, ~ 0.1m. Mit
der G1.(A.69) erhélt man die charakteristische Lange der kleinen Wirbel zu d;, ~ 0.001m. Fiir
die numerische Losung wiirde das einen Knotenabstand von lmm bzw. 10 Netzpunkte/m?
bedeuten. Die Knotenzahl wiirde dann mit GI.(A.69) proportional Re?/* und die Losungszeit

g
dementsprechend unwirtschaftlich lange werden.

B.2 Einteilung der Turbulenzmodelle

Aufgabe eines Turbulenzmodelles ist es, den Zusammenhang zwischen turbulenter Schub-
spannung und Grofen der mittleren Bewegung (z.B mittlere Geschwindigkeitskomponen-
ten) und deren Ableitungen (z.B turbulente kinetische Energie, Dissipation) herzustellen.
Im allgemeinen handelt es sich dabei um partielle Differentialgleichungen. Enthalten diese
Gleichungen neue Unbekannte, so sind weitere Modellgleichungen notwendig. Je nachdem
wieviele partielle Differentialgleichungen verwendet werden, spricht man von:

o Null-Gleichungs-Modelle
o Ein-Gleichungs-Modelle

o Zwei-Gleichungs-Modelle
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Handelt es sich beim Zusammenhang zwischen turbulenter Schubspannung und Gréfen der
mittleren Bewegung um eine algebraische Gleichunge, so nennt man dieses algebraische Mo-
dell auch Null-Gleichungs-Modell [6]. Die Zwei-Gleichungs-Modelle sind aufwendiger gestal-
tet als die Null-Gleichungs- und Ein-Gleichungs-Modelle. Das k-¢ Modell gehort zu diesen

und soll auf Grund der haufigen und erfolgreichen Anwendung genauer beschrieben werden.

B.3 Das k-¢ Turbulenzmodell

B.3.1 Transportgleichung fiir die kinetische Energie k

Die Gleichung fiir die kinetische Turbulenzenergie k ist definiert als:

- 1
k= §u;u; (B.1)
Auf Grund der Einheit von k (m?/s?) erkennt man, daf es sich um die auf die Masse
bezogene mittlere kinetische Energie der Schwankungsbewegung handelt. Diese Grofie ist
mit dem Turbulenzgrad verkniipft [6]. Die exakte Gleichung der mechanischen Energie der

Schwankungsbewegung (k-Transportgleichung) hat die Form [14]:

0 ¢ o (P 0w ——r 0, (0u | O
k= — 3 RV B v ' i j
6:1;2@ 8:1;2'% (,0 + ) al’iUZu] —I_Val'iu] (6:1;] + 6:1;2
N——’ N——
I I 17 IV
d ol [ou, O
- B.2
V@:}ci ox; (8:@ 8:1;2) (B.2)
%
I) konvektiver Transport von kinetischer Energie der turbulenten Schwankungen
durch die Hauptbewegung
IT)  konvektiver Transport von Turbulenzenergie durch die Schwankungshewegung
[IT)  Produktion von Turbulenzenergie
IV)  Leistung der zéhen Schubspannungen der turbulenten Bewegung
V)  Dissipation infolge der turbulenten Bewegung
Die Abkiirzung &’ ist dabei:
! 1 1o
K = Uit : (B.3)

Diese exakte k-Gleichung enthilt Korrelationen, die nicht bekannt sind. Diese miissen durch
bekannte Grofen wie die mittleren Geschwindigkeiten modelliert werden, da man sonst nicht
zu einem geschlossenen Gleichungssystem gelangt. Zundchst wird die Gl.(B.2) auf folgende
Form gebracht:

_ Ok 0 Y . O = 9 Ok ou’; du';
uz—axi = — axiui (; + k) — Oz, duou —I_Vaxi oz, — V@:}ci O, (B.4)
N—_——

I 7 17 v v
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I) konvektiver Transport
IT)  turbulente Diffusion
IIT)  Produktion

IV) laminare (molekulare) Diffusion
V)  Dissipation ¢

Der Term II (turbulente Diffusion) wird modelliert durch:

a , p/ A Uy 8%

Fiir das turbulente Diffusionsglied wird angenommen, daf der k-Transport der Diffusion
proportional dem Gradienten von k ist. Dabei ist Pry die Prandtlzahl fiir die turbulente
kinetische Energie und wird als konstant angenommen. Der Ausdruck 4 ergibt sich nach
Durchfiihrung einer Dimensionsanalyse (Kapitel 4 auf Seite 28). Die mafgeblichen Gréfken
der Turbulenz sind beim k-¢ Modell die kinetische Energie k& und die Dissipation e. Die
Dimensionsmatrix hat dann folgendes Aussehen:

L Lv[k]c]
L] 2] 2] 2
7123

Das Gleichungssystem fiir ein dimensionsloses Produkt lautet dann:

200 — 20342y =0 (B.6)
—la—28-3y=0 (B.7)
(B.8)

Fiir diese beiden Gleichungen erhdlt man mit @ = 1 und Einfiihrung eines dimensionslosen

Faktors Cp:

Iy = CD? . (Bg)

Man hat nun eine Beziehung fiir 7, in direkter Abhéngigkeit von k& und . Der Faktor Cp
kann in vielen Stromungen konstant gehalten werden. Fiir die turbulenten Reynoldsspan-
nungen wird der Ansatz nach Boussinesq verwendet. Er beruht darauf, dal die Spannungen
proportional den Deformationsgeschwindigkeiten gesetzt werden. Es wird vorausgesetzt, dafs
analog zum molekularen Impulstransport der turbulente Impulstransport proportional dem
Gradienten der Grundstromung ist. Im laminaren Fall gilt fiir die viskose Spannung:

_ (om0
Ti; = H (6:1;] + 6:1;2) . (BlO)

Auf analoge Weise erhélt man bei turbulenter Stréomung fiir die Reynoldsspannungen eine
gute Ndherung [3]:

— ou;  Odu;\ 2 — — ou;  Ouj\ 2
— o) = (0:1:]‘ * 9:15) - gpk% baw = {ufvg) = v (0:1:]‘ * 9:1;j) N gk(si’(B'H)
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Das letzte Glied ist notwendig, da die Summe der Normalspannungen 2k ergeben muk. Auf
Grund der Kontinuitatsgleichung wiirde diese Summe sonst Null ergeben. Im Gegensatz zur
laminaren Grofe v ist die entsprechende Grofe der turbulenten Stromung 14 keine konstante
Stoffgrofke, sondern eine von der Stromung abhéngige Ortsfunktion.

Der Dissipationsterm V wird mit ¢ bezeichnet. Dieser ist gesteuert durch den Ubergang von
groferen zu den kleineren Wirbeln. Mit den oben angefiihrten Modellierungen erhélt man
folgende Transportgleichung fiir die kinetische Energie k:

_ Ok 9 [ wn Ok 8u—j+8m ou; N 0%k
i Prk 6:1;2 i 6:1;2 al']‘ © Y

ox; = x; Oz dr.0z; (B.12)

Einen allgemeinen Verlauf der kinetischen Energie k& im Wandbereich [3] zeigt Abbildung
B.1.
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Abbildung B.1: k-Profil im Wandbereich

B.3.2 Transportgleichung fiir die Dissipation ¢

Die Dissipationsrate ¢ ist wie in Gl.(B.2) bereits definiert:

ou’ Ol
e = ”a:;]» a:;]» . (B.13)

Die exakte Form der e-Transportgleichung kann man in folgender Form anschreiben [14]:

o0 0T (DO 0w e |, 0w dufdu; L 0 Ol L0 —
Ukal'k N Val'k 6:1;2 T 6:1;1 6:1;1 Val'l 6:1;k 6:1;1 Y 6:1;k 6:1;1 6:1;kuk€
—— —_— ———
1 II 117 TV 1%
v 0 (ouldp ou; , ou' 0%c
- 2— L | = 2 ——uf . B.14
1% 8:1;2 (6:1;1 8:1;;) V@xkuk 8:1;1 + V@xkaxk ( )

VI VII VIII

79



B. Turbulenzmodellierung

I) konvektiver Transport

IT)  Produktion der Wirbelstreckung der mittleren Bewegung
IIT)  Produktion der Wirbelstreckung der Schwankungsbewegung
IV)  Anderung durch die Zihigkeit

V)  Diffusion der turbulenten Schwankungen

VI) Diffusion von & durch Druckschwankungen

VII) Produktion durch die Hauptbewegung

VIII) viskose Diffusion

Auch hier treten wie bei der k-Transportgleichung neue unbekannte Korrelationen auf, die
durch Modellannahmen ausgedriickt werden miissen. Zunéchst sollen aber die Groéfenord-
nungen der einzelnen Terme abgeschéatzt werden [14]. Der Term III (Produktion der Wir-
belstreckung der Schwankungsbewegung) ist sehr viel kleiner als der Term II (Produktion
der Wirbelstreckung der mittleren Bewegung). Daher ist dieser Term bei groken Reynolds-
zahlen zu vernachlissigen. Ahnliches gilt auch fiir die Terme VI (Diffusion von & durch
Druckschwankungen), VII (Produktion durch die Hauptbewegung) und VIII (viskose Diffu-

sion). Der Term II wird folgendermafken modelliert:

Juw; (Ou; dup  Ouy’ Oul e 0u; ——
— (T . B.1
Val'k (61}2 8xk 8:1;1 81‘1) Clkaxkuzuk ( 5)

Der Term IV (Anderung durch die Zihigkeit) wird modelliert durch:

2

0 ou\’ e?
W o—o—) =-Co= . B.16
Y (8@ 8:1;1) ? k ( )
Der Term V (Diffusion der turbulenten Schwankungen) wird angesetzt mit:
0 —— 0 v 0Oe
- - — B.17
axkuk€ Oxr Pr. 0z, ( )

Dabei sind € und 3 empirische Konstanten. Pr. wird als Prandtizahl der Dissipation
bezeichnet. Sie ist ebenfalls eine Konstante.
Einen allgemeinen Verlauf der Dissipation ¢ im Wandbereich [3] zeigt Abbildung B.2.
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Abbildung B.2: e-Profil im Wandbereich
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B. Turbulenzmodellierung

Fiir die modellierte Form der e-Transportgleichung erhélt man dann die Form:

_ 0O _ 0 vy Oe e au_j ot; au_j &2 2=
uzaxi Oz (Prs al’i) * 011/,5% (axi * 6:1;]«) dx; ¢ k + V@:L’iaxi (B.18)

B.3.3 Das vollstindige k- Modell

Der Nachteil der Zweigleichungsmodelle ist, daf eben um diese mehr Gleichungen zu l6sen
sind und die Komplexitédt dadurch erhoht wird. Dies Bedarf auch eines héheren Rechenauf-
wandes. Das Modell ist nicht linear und auferdem bestehen enge Verbindungen zwischen
den einzelnen Transportgleichungen. Daher werden nicht immer konvergierende Lésungen
erreicht.

Mit den Transportgleichungen fiir k& und ¢, den beiden (drei) gemittelten Bewegungsglei-
chungen und der Kontinuitatsgleichung ergeben sich nun fiinf (sechs) Gleichungen fiir die
fiinf (sechs) Unbekannten @, ¥, (w), p, k und . Fiir nichtisotherme Strémung erweitern sich
diese Gleichungen um temperaturabhéngige Terme. Diese werden in analoger Weise model-
liert. Zusammenfassend sollen die verwendeten Gleichungen fiir dieses Modell dargestellt

werden:

Ju;
6:1%
_Jdu;  10p 0*u; 9,

=0 Kontinuitét (B.19)

9z p — 5t Impul B.20
! Ox; p Oz + Val'i@:z;i axiuyuz mpuls ( )
EQ
ve=Cp— Wirbelviskositéat (B.21)
5
_ 0k 5 v Ok ou; O\ Ou; _

O, Pry Oy - k-Tr t B.22
! dz; Oz, (Prk axi) + v (6:1;2» T ax],) e € anspor ( )
__0Oe 0 [ v Oe e (ouw;  ow\ O 22

O, % —Cy—= &-Tr t B.2
" dx; Oz (Prs 8:1;2») + Clytk (8:1;2' + 8:1;) 0z, Cy 3 ¢-lranspor (B.23)

Das k- Turbulenzmodell wurde fiir viele Anwendungen getestet, um die einzelnen Faktoren
zu optimieren. Fiir spezielle Probleme kénnen die folgenden Werte natiirlich abweichen. Die
Werte der allgemein verwendeten Konstanten sind in der Tabelle B.1 dargestellt.

CD Cl Cz Pry | Pr.
0.09 | 1.44 | 1.92 | 1.00 | 1.30

Tabelle B.1: Konstanten fiir das Standard k- Modell
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