
DIPLOMARBEIT

Berechnung von

turbulenten Plattengrenzschichten

mittels algebraischem Turbulenzmodell

ausgef�hrt am Institut f�r
Thermische Turbomaschinen und Energieanlagen

an der Technischen Universit�t Wien

unter der Anleitung von
O�Univ�Prof� Dipl��Ing� Dr�techn� H� HASELBACHER

und
Univ�Ass� Dipl��Ing� Dr�techn� R� WILLINGER

durch
Franz BUCHNER

Hasnerstrasse ������
A����� Wien

Wien� ��� M�rz ����



Vorwort

Besonderer Dank geb�hrt dem Institutsvorstand Herrn o�Univ��Prof� Dipl�Ing�Dr�techn�

Hermann Haselbacher f�r die Vergabe der Diplomarbeit und die M�he der Korrektur�

Dankbar bin ich vor allem auch Herrn Univ�Ass� Dipl��Ing� Dr� techn� Reinhard Willin�

ger� Trotz vieler anderer Aufgaben hat er stets Zeit gefunden� meine Fragen� die sich bei
der Erstellung der Arbeit ergaben� umfassend zu beantworten� Auch seine Unterweisungen
bez�glich der elektronischen Datenverarbeitung waren unumg�nglich notwendig und �u	erst
informativ f�r mich�

Ebenfalls dankbar bin ich den Mitarbeiterinnen und Mitarbeitern des Instituts f�r die aus

gezeichnete Zusammenarbeit� Vor allem Herr Ing� Kanzler ist mir in organisatorischen Be

langen immer hilfreich zur Seite gestanden� Auch bei den ebenfalls w�hrend dieses Zeitraums
am Institut t�tigen Diplomanden m�chte ich mich f�r ihre oft wertvollen Hinweise bedan

ken�

Diese Arbeit ist in Dankbarkeit meinen Eltern gewidmet�



Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Nachrechnung der ebenen inkompressiblen Platten

grenzschicht bei konstantem Au	endruck� Ziel ist dabei� n�heren Aufschlu	 �ber das Ver

halten des Baldwin 
 Lomax 
 Modells zu gewinnen� Zum Zwecke des Vergleiches werden mit
weiteren Turbulenzmodellen Berechnungen angestellt und theoretisch hergeleitete Beziehun

gen herangezogen� F�r die numerische Simulation wurde das Programmpaket FIDAP �Fluid
Dynamics Analysis Package verwendet� Dieses ist standardm�	ig nicht mit dem Baldwin

 Lomax 
 Modell ausgestattet� Die rechentechnische Umsetzung dieses Modells wurde mit
Hilfe einer Subroutine bew�ltigt�

Zu Beginn der Arbeit wird eine kurze Darstellung �ber die Vorg�nge in turbulenten Str�

mungen� speziell �ber jene in der turbulenten Plattengrenzschicht gegeben� Nach Aufzeigen
der str�mungsmechanischen Grundlagen werden einige typische experimentelle Befunde der
turbulenten Plattengrenzschicht vorgestellt� Den grenzschichtbeschreibenden Gr�	en wird�
um einen kurzen Einblick in die Theorie der turbulenten Plattengrenzschicht zu geben�
mehr Aufmerksamkeit zugewandt� Bei der Beschreibung der Turbulenzmodelle wurden die
algebraischen ausf�hrlicher behandelt als die Mehrgleichungsmodelle� Bez�glich der alge

braischen Turbulenzmodelle werden die wichtigsten Entwicklungsschritte� die zum Baldwin

 Lomax 
 Modell gef�hrt haben� dargelegt�

Die auf das Finite 
 Element 
 Verfahren aufbauende L�sungsmethodik in FIDAP wird
kurz erl�utert� Anschlie	end wird die Wahl der Rand
 und Anfangsbedingungen und der
Netzparameter begr�ndet�

Bei Vorstellung der Berechnungsergebnisse wird haupts�chlich auf Geschwindigkeitspro�

le� Reibungs
 und Widerstandsbeiwerte� turbulente Z�higkeiten und auf den Schubspan

nungsverlauf �ber der Platte Wert gelegt� Eingegangen wird auch auf spezielle Gr�	en des
Baldwin 
 Lomax 
 Modells� Die Ergebnisse bez�glich des Baldwin 
 Lomax 
 Modells� aber
auch hinsichtlich des k � � 
 und k � � 
 Modells sind zufriedenstellend� Eine erwartete
Verk�rzung der Rechenzeit bei Heranziehung des algebraischen Baldwin 
 Lomax 
 Modells
konnte gegen�ber den Mehrgleichungsmodellen nicht erreicht werden� Der Grund sind die
in FIDAP restriktiven Vorgaben zur Implementierung von Unterprogrammen�

Durch die in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse er��enen sich f�r weiterf�hrende Ar

beiten etliche interessante Aspekte� sie werden ebenfalls kurz diskutiert�
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Kapitel �

Einf�hrung

��� Problemstellung

So gut wie in allen Bereichen der Technik wird stets an Neu
 und Weiterentwicklungen
gearbeitet� Dies tri�t nat�rlich auch auf die Turbomaschinen zu� Ein wichtiger Aspekt bei
Verbesserung dieser ist dabei die Absenkung der Verluste� Ein Gutteil der Verluste in Turbo

maschinen entsteht durch die Reibung des str�menden Mediums an den festen W�nden der
Maschinenteile� F�r die Str�mung um Pro�le sei dazu das Stichwort �Grundverlustbeiwert�
genannt� Die E�ekte der Reibung sind nun auf eine eher d�nne Schicht� die �Grenzschicht��
beschr�nkt� Es gen�gt daher f�r eine mathematische Behandlung f�r die Reibungse�ekte die
Betrachtung dieser Grenzschicht� Es kann innerhalb der Grenzschicht entweder Str�mung
in nebeneinander herlaufenden Schichten vorliegen� oder es kann zu regellosen Querbewe

gungen der Fluidpartikel kommen� Im ersten Fall spricht man von laminarer� im zweiten
von turbulenter Grenzschicht� Bei den �blichen Verh�ltnissen im Turbomaschinenbau sind
beide Str�mungsformen in der Grenzschicht anzutre�en� Die Tatsache� da	 die Str�mung in
der Grenzschicht laminar oder turbulent sein kann� ist wesentlich f�r deren Berechnung� Die
Laminarstr�mung ist rechnerisch gut erfa	bar� Turbulente Str�mung ist jedoch aufgrund ih

rer Natur �eine n�here Beschreibung dieser Str�mungsform wird sp�ter noch gegeben eher
schwierig zu berechnen� man ist dabei auf empirische Aussagen und f�r viele Berechnungen
auf Turbulenzmodelle angewiesen� Auch CFD 
 Programme kommen  von Berechnungen
reiner Laminarstr�mungen abgesehen  nicht ohne Turbulenzmodelle aus�

Es wurden nun etliche Turbulenzmodelle entwickelt� wobei zwischen algebraischen �auch
Nullgleichungsmodelle genannt und Mehrgleichungsmodellen unterschieden wird� Das Un

terscheidungskriterium dabei ist die Anzahl der zu den Grundgleichungen der Str�mung
zus�tzlich hinzukommenden �partiellen Di�erentialgleichungen� die bei Anwendung des je

weiligen Turbulenzmodells n�tig werden� Ohne solche zus�tzlichen Di�erentialgleichungen
kommen die algebraischen Turbulenzmodelle aus� Ein gut bekanntes algebraisches Turbu

lenzmodell ist neben dem Prandtl�schen Mischungswegansatz jenes von Baldwin 
 Lomax�
Letzteres ist gut zur Berechnung von im Turbomaschinenbau anzutre�enden Str�mungen
geeignet� Da das Modell keine Di�erentialgleichungen ben�tzt� ist eine Verk�rzung der Re

chenzeit anzunehmen� Auch werden die Simulationsergebnisse bei Anwendung dieses Mo

dells bei CFD 
 Anwendern allgemein als qualitativ gut bewertet�

�



�� Einf�hrung

Um nun konkrete Anhaltspunkte �ber die Qualit�t der Ergebnisse und die Rechenzeit bei
Anwendung des Baldwin 
 Lomax 
 Modells zu haben� wird es in dieser Arbeit dazu verwen

det� die ebene Plattenstr�mung zu berechnen� Das Ziel dabei ist� qualitativ gute Rechen

ergebnisse bei gleichzeitig kurzer Rechenzeit zu erreichen� Um Vergleichsm�glichkeiten zu
haben� wird diese Str�mung aber auch mittels weiterer Turbulenzmodelle simuliert� Herange

zogen wird dazu das kommerzielle Programmpaket FIDAP� in dem einige Turbulenzmodelle
bereits fertig verf�gbar sind� Nicht aber das Baldwin 
 Lomax 
 Modell� Jedoch gestattet FI

DAP einen beschr�nkten Eingri� in das Programmgeschehen durch Subroutinen� und mittels
dieser Option wird auch das Baldwin 
 Lomax 
 Modell implementiert� Speziell die Str�

mung an der ebenen Platte als Testfall heranzuziehen hat zwei gute Gr�nde� Erstens liegt
�ber die Plattenstr�mung mit U � konst� einiges an Me	daten vor� wodurch auch an diesen
die Rechenergebnisse bewertet werden k�nnen� Zweitens wird diese Str�mung oftmalig in
der Literatur theoretisch behandelt� Zu den theoretischen Herleitungen eine Bemerkung! Im
turbulenten Fall kommen sie trotz teilweise weitschwei�g hergeleiteter Formeln nicht ohne
N�herungen aus� Es mu	 weiters auf experimentelle Daten zur�ckgegri�en werden� Es wird
immer noch an der theoretischen Behandlung der turbulenten Plattengrenzschicht gearbei

tet� wobei auch der Ein�u	 der Plattenrauhigkeit ein wichtiges Thema darstellt� Aber auch
speziell dem �bergang von laminarer zu turbulenter Grenzschicht wird zur Zeit gro	e Auf

merksamkeit zugewandt� Der Grund der stets neu hinzukommenden theoretischen Beitr�ge
ist die Komplexit�t der turbulenten Str�mungen� somit auch der turbulenten Plattengrenz

schicht� Eine Vorstellung �ber die komplizierten Vorg�nge der Turbulenzentwicklung �ber
der Platte und in turbulenten Grenzschichten soll die nachfolgende Beschreibung �Pkt� ���
geben�

Zuvor soll noch darauf hingewiesen werden� da	 nicht nur den turbulenten Plattengrenz

schichten� sondern nat�rlich dem ganzen Gebiet turbulenter Str�mungen viele Forschungs

aktivit�ten gewidmet sind� Von Verbesserungen und Neuheiten von Turbulenzmodellen wird
immer wieder berichtet� Wegen des damit verbundenen umfangreichen literarischen Materi

als kann in dieser Arbeit bei Vorstellung der Theorie unm�glich auf alle Details eingegangen
werden� es werden etliche Literaturhinweise gegeben� Es wird hier eher versucht� einige
wichtig erscheinende Zusammenh�nge aufzuzeigen� weshalb ein paar wenige ausf�hrlicher
dargestellt werden�

��� Grunds�tzliches zu Grenzschicht und Turbulenz

Die Str�mung an der l�ngsangestr�mten ebenen Platte ist ausgehend von der Plattenvor

derkante zun�chst laminar �Schichtenstr�mung� Ab einer gewissen Lau��nge geht sie dann
in eine turbulente Str�mungsform �ber� Dieser �bergang geht nicht schlagartig vor sich�
sondern innerhalb eines gewissen Bereiches� vergleiche Abb� ���� Ursache der Turbulenzent

stehung ist� wie rechnerisch untermauert wird �Orr 
 Sommerfeld 
 Gleichung� ein Instabil

werden der Hauptstr�mung�

�
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Abbildung ���! laminar 
 turbulent �bergang �aus ����

In Abb� ��� ist U� die Anstr�mgeschwindigkeit� die in dieser Arbeit mit U bezeichnet wird�
Reind und Rekrit werden in der Folge erl�utert� wobei Rekrit hier mitRexkrit bezeichnet wird�
Bei welcher Lau��nge x �ber der Platte die Str�mung turbulent wird� wird von mehreren
Faktoren beein�u	t� Die wichtigsten sind der Druckverlauf der Au	enstr�mung� die Ober

��chenbescha�enheit der Wand �Rauhigkeit und die St�rungsfreiheit der Au	enstr�mung
�Turbulenzgrad� Wird die Lau��nge mit U und � dimensionslos gemacht� so gibt es f�r die
dimensionslose Umschlagstelle Uxkrit

� keinen festen Wert� Es kann jedoch ein Wertebereich
angegeben werden� Es gilt� von Sonderf�llen abgesehen

Uxkrit
�

� Rexkrit �� Rekrit� � ���� 	
� bis 	
� � ����

Durch den �bergang von der laminaren auf die turbulente Grenzschichtform kommt es zu
einem pl�tzlichen starken Anwachsen der Schichtdicke� und auch der Reibungswiderstand
nimmt zu� Es wird daher auch versucht� bei der Pro�lgestaltung L�sungen mit m�glichst
gro	em laminaren Schichtanteil �sogenannte Laminarpro�le zu erreichen� Dabei wird die
Transition von laminar auf turbulent m�glichst weit stromabw�rts verschoben�

Die Vorg�nge in der Str�mung beim Transitionsvorgang k�nnen folgenderma	en beschrieben
werden! Ab einer gewissen Lau��nge wird die laminare Str�mung von zweidimensionalen�
instabilen Wellen �Tollmien 
 Schlichting 
 Wellen �berlagert� Der sogenannte Indi�erenz

punkt Reind kennzeichnet die Stelle� ab welcher diese erstmalig auftreten k�nnen� Weiter
stromabw�rts kommt es zur �berlagerung von dreidimensionalen St�rungen� die charakte

ristische Wirbelstrukturen bedingen �� 
 Strukturen� bzw� 
wirbel� vergleiche ����� Nach
einem Bereich des Wirbelzerfalls entstehen auf Stellen der Platte pl�tzlich kleine� turbu

lente Gebiete �turbulent spots� welche in weiterer Folge stromabw�rts wandern� wobei sie
sich dabei keilf�rmig erweitern� vergleiche Abb� ���� Solche Turbulenz�ecken erscheinen an
verschiedenen� unregelm�	ig verteilten Stellen der Platte und auch die zeitliche Folge ihres
Auftretens ist rein zuf�llig� Im Inneren dieser Gebiete ist die Str�mung turbulent� in den
Randgebieten �ndet ein dauernder Wechsel zwischen laminarer und turbulenter Str�mung

�
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statt� Die Entstehung des Turbulenz�eckens beruht� wie rechnerisch belegt wird� zun�chst
auf einer zweidimensionalen St�rung� Diese wird dann durch die laminare Str�mung ange

facht�

Abbildung ���! Turbulenz�ecken� Entwicklung der dreidimensionalen St�rung �aus ����

Die Turbulenzballen f�hren in weiterer Folge zu ausgesprochen dreidimensionalen St�rungen
und durch Erweiterung dieser kommt es zum �bergang zur vollturbulenten Grenzschicht�
Der Transitionsprozess ist dann bei Rex � Rexkrit abgeschlossen� Experimente weisen auf
Abmessungen des gesamten Transitionsbereiches auf der Platte hin� die in der Gr�	enord

nung des gesamten laminaren Anlaufst�ckes liegen� Da die St�rungen stromabgeschwemmt
werden und sich dabei weiterentwickeln� wird die Str�mung auch als eine konvektiv instabile
bezeichnet �im Gegensatz zu einer absolut instabilen� wo die Instabilit�t im Str�mungsfeld
schlagartig einsetzt und einen absolut instabilen Str�mungsbereich bedingt�

Bei der rechnerischen Behandlung der Turbulenzentstehung kann man so vorgehen� da	
man in die Navier 
 Stokes�schen Gleichungen St�rungsbewegungen einf�hrt� einfacher

weise harmonische Schwingungen �es gen�gt hier eine zweidimensionale Betrachtung� da�
wie auch rechnerisch nachgewiesen wird� zweidimensionale St�rungen bereits bei kleineren
Reynoldszahlen instabil werden als dreidimensionale� Die Berechnung zeigt� da	 es neben
der Reynoldszahl auch von der Wellenl�nge der St�rung abh�ngt� ob die Str�mung stabil
bleibt oder instabil wird� Es gibt jedoch eine untere Reynoldszahl� f�r die die Str�mung f�r
alle St�rwellenl�ngen stabil bleibt� Diese wird Indi�erenzpunkt Reind genannt� Der Wert
von Reind betr�gt ���� Beim Indi�erenzpunkt wird bei entsprechend passenden St�rwellen

l�ngen die Str�mung instabil� Die Instabilit�ten werden durch die Str�mung in deren Verlauf
angefacht� Dadurch erst kommt es zur Entstehung der eigentlichen Turbulenzen� das hei	t
des Umschlages von laminarer auf turbulente Str�mung� vergleiche Abb� ���� Beobachtbar
ist dieser Umschlag erst bei gr�	eren Reynoldszahlen als Reind�

Wichtige Ein��	e auf die Stabilit�t und damit auf die Lage von Rexkrit sind unter an

derem der Druckgradient� die Rauhigkeit und der W�rme�bergang� Zur Berechnung von

�
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W�rme�bergangse�ekten ist auch die Energiegleichung vonn�ten� Letztere wird hier wei

ters nicht in Anspruch genommen� weshalb bez�glich ihrer Formulierung z� Bsp� auf ����
verwiesen sei�

� Druckabfall wirkt stabilisierend� Druckanstieg stark destabilisierend�

� Der Rauhigkeitsein�u	 auf den laminar 
 turbulent 
 Umschlag ist einer theoreti

schen Behandlung kaum zug�nglich� Man ist daher auf experimentelle Daten ange

wiesen� Allgemein gilt� da	 bei rauherer Wand der Umschlag bereits bei kleineren
Reynoldszahlen erfolgt� Bei Versuchen werden Rauhigkeiten oftmals durch sogenann

te Stolperdr�hte realisiert� Die Experimente zeigen zwei charakteristische Gr�	en des
Drahtdurchmessers k in Hinblick auf die Turbulenzentstehung� Liegt einerseits k unter
einem gewissen Wert� so wird die Entwicklung der Turbulenz von den Stolperdr�hten
gar nicht beein�u	t� �berschreitet andererseits k eine gewisse Gr�	e� so �ndet der Um

schlag bereits unmittelbar am Rauhigkeitselement statt� Die beiden charakteristischen
Durchmesser h�ngen von der auf die Wand wirkenden Schubspannung �w� der Dichte
 und der Z�higkeit � ab� Mit Hilfe der drei letztgenannten Gr�	en und k gelingt es�
eine dimensionslose Beziehung anzugeben� mit welcher die beiden charakteristischen
Durchmesser je einer Kennzahl zugef�hrt werden� F�r N�heres siehe �����

� W�rme�bertragung vom str�menden Medium auf die Platte erh�ht die Stabilit�ts

grenze� W�rme�bertragung von der Platte in die Str�mung erniedrigt sie�

Die Vorg�nge in der Str�mung des turbulenten Abschnittes der Plattengrenzschicht sind
auch bei allen anderen turbulenten Str�mungen anzutre�en� Es sind der Hauptbewegung re

gellose Schwankungsbewegungen und somit auch eine Querbewegung �berlagert� Die Fluid

partikel behalten bei der Querbewegung den der Hauptbewegung zugeh�rigen Impuls im
wesentlichen bei� Es kommt zu einer starken Verwirbelung und Durchmischung der Fluid

partikel �dies zeigt bereits der Farbfadenversuch von Reynolds� Die Folge davon ist ein
gegen�ber der laminaren Str�mung stark abweichendes Geschwindigkeitspro�l� Im Str�

mungsbild werden Wirbel geortet� welche mit der Hauptstr�mung mitschwimmen und wei

ter stromabw�rts zerfallen� Nebenbei werden stets auch neue gebildet� Diese Wirbel k�nnen
z� Bsp� durch Mitbewegen von Bildaufzeichnungsger�ten festgestellt werden� vergleiche �����
Die gro	en Turbulenzballen tragen den Hauptteil der kinetischen Energie der Schwankungs

bewegung� Sie beziehen Energie von der mittleren Bewegung und geben diese durch einen
Zerfallsproze	 auf kleinere Turbulenzballen weiter� Auch diese zerfallen unter Energiewei

tergabe� Bei Au��sung der kleinsten Turbulenzballen erfolgt schlie	lich die Dissipation� das
hei	t die Umwandlung von kinetischer in innere Energie�

Bez�glich der Plattengrenzschicht kann durch Messungen auf folgendes geschlossen wer

den! Es ist der wandnahe turbulente Str�mungsbereich gut von dem �brigen� nicht zur
Grenzschicht geh�rigem drehungsfreien Str�mungsgebiet abgegrenzt� Der Abstand der fast
zusammenh�ngenden Trenn��che von der Platte schwankt jedoch stark� siehe Abb� ����

�
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laminar - praktisch drehungsfrei

mittlerer Abstand

Geschwindigkeiten

u

Wand

  
Trennflaeche zeitlich gemittelte

turbulent - mit Drehung

Abbildung ���! Schnittbild der turbulenten Grenzschicht �schematisch

Es wird angenommen� da	 sich die Trenn��che mit der Str�mung mitbewegt� An einer
Stelle des Grenzschichtrandes wechseln sich laminare und turbulente Str�mung in zeitlicher
Reihenfolge ab �Intermittenz� Da die �rtliche Grenze zwischen turbulenter Grenzschicht
und drehungsfreiem Str�mungsgebiet dauernd zeitlich schwankt� ist auch die Festlegung der
Grenzschichtdicke � nicht einwandfrei m�glich� � wird jedoch in der Literatur in Diagram

men und Formeln immer wieder verwendet� eine genaue De�nition der Grenzschichtdicke
wird dabei jedoch vermieden�

Da die Zusammenh�nge zwischen Grenzschicht und Str�mungsabl�sung f�r praktische An

wendungen eine bedeutende Rolle spielen� und auch f�r �ber diese Aufgabe hinausgehende
Str�mungsberechnungen wichtig sind� sollen sie nachfolgend kurz erl�utert werden� Unter
Str�mungsabl�sung versteht man zun�chst die Tatsache� da	 die um die Grenzschicht erwei

terte K�rperkontur nicht von der drehungsfreien Au	enstr�mung v�llig umschlossen wird�
Zwischen letzterer und der K�rperkontur bilden sich sogenannte Abl�seblasen oder ganze

bereiche� Innerhalb dieser kommt es zu R�ckstr�mungen und gro	��chigen Wirbelbildun

gen� Abl�see�ekte sind nicht an eine bestimmte Grenzschichtform gebunden� sie sind sowohl
bei laminarer als auch bei turbulenter Grenzschicht m�glich� Die Existenz von Abl�segebie

ten hat nun erhebliche Folgen� da bei den an sie angrenzenden K�rperober��chen nicht
mehr die Dr�cke wie bei abl�sungsfreier Str�mung erreicht werden� Damit wird durch die
Abl�sung in der Regel die Widerstandskraft erheblich erh�ht und die Auftriebskraft stark
vermindert� Nun widersteht die turbulente Grenzschicht einem gr�	eren Druckanstieg als die
laminare� Der Abl�sebeginn ist z� Bsp� bei Kugeln oder Zylindern bei turbulenter Grenz

schicht gegen�ber laminarer nach hinten verschoben �vergleiche dazu auch ���� oder �����
wodurch das ganze Abl�segebiet� und damit auch die Widerstandskraft stark verkleinert
sind� Einerseits bedingen turbulente Grenzschichten h�here Reibungsbeiwerte als laminare�
Andererseits sind sie �u	erst wichtig� um Abl�seerscheinungen hintanzuhalten� und somit
gr�	ere Auftriebs
 und kleinere Widerstandskr�fte zu erzielen� Abl�seerscheinungen k�nnen
nicht mit der f�r Grenzschichten hergeleiteten N�herungstheorie berechnet werden� In der
Grenzschichttheorie ist z� Bsp� eine kleine Grenzschichtdicke eine wichtige Voraussetzung�
in Abl�segebieten kann die Grenzschichtdicke erheblich anwachsen �beziehungsweise ist eine
scharfe Trennung zwischen Grenzschicht und Abl�sebereich nach dem Schema von Abb� ���
nicht m�glich�

�
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F�r die Berechnung von turbulenten Str�mungen werden oft str�mungscharakterisierende
Gr�	en wie Geschwindigkeiten und Druck in mittlere und Schwankungsgr�	en aufgespal

ten� Letztere sind dabei eben durch die Regellosigkeit der Turbulenz bedingt� Mit Hilfe der
Schwankungsgr�	en sind weitergehende Aussagen �ber das turbulente Str�mungsbild m�g

lich� So ist es durch eine Autokorrelation m�glich festzustellen� da	 sich bei der Platte die
gro	en Turbulenzballen mit einer Geschwindigkeit von ����U mit der Str�mung mitbewegen
und dabei allm�hlich zerfallen� Auch mittels Frequenzanalyse wird an das Turbulenzproblem
herangegangen� und man kann kontinuierliche Frequenzspektren angeben �Frequenzspek

tren und Autokorrelationsfunktion k�nnen mathematisch ineinander �bergef�hrt werden�
Es gibt daher in einem mehrere Gr�	enordnungen umfassenden Frequenzbereich zu jeder
Frequenz zuordenbare Turbulenzballen� Dabei zeigt sich im Falle der ebenen Platte� da	 die
gr�	ten Geschwindigkeitsschwankungen durch die kleinsten Frequenzen verursacht werden�
vergleiche �����

�



Kapitel �

Str�mungsmechanische Grundlagen

Den Grundgleichungen der Str�mungsmechanik liegen die Grundgesetze der Physik �Mas

senerhaltung� Impulserhaltung ���  zugrunde� Anschauliche Anwendungen auf K�rper und
Volumina mit nicht verschwindend kleinen Abmessungen liefern die Grundgleichungen in
integraler Form� Von diesen ausgehend k�nnen dann die Grundgleichungen in di�erentieller
Form rein mathematisch hergeleitet werden� Da sich diese Arbeit auf ebene Probleme be

schr�nkt� werden� der �bersichtlickeit halber� die nachfolgend angef�hrten Grundgleichun

gen in di�erentieller Form in den meisten F�llen auch nur in zwei Koordinaten angegeben�

Man erh�lt aus dem Massenerhaltungssatz die Massenbilanz zu

�

�t
�
��u�

�x
�
��v�

�y
� 
 � ����

Unter Verwendung der Vektorgr�ssen �v� �K und �P mit

�v �

�
u

v

�
� �K �

�
Kx

Ky

�
� �P �

�
Px
Py

�

lautet die aus der Impulsbilanz resultierende Bewegungsgleichung


D�v

Dt
� �K � �P � ����

�K ist die Massenkraft je Volumseinheit und �P die Ober��chenkraft je Volumseinheit� D�v
Dt

ist die substantielle Beschleunigung� welche aus dem lokalen und dem konvektiven Anteil
besteht!

D�v

Dt
�

��v

�t
�
d�v

dt
� ����

Die Ober��chenkr�fte sind f�r den Druck ma	geblich� weshalb auf sie n�her eingegangen
wird� F�r �P gilt!

�P �
���x
�x

�
���y
�y

� ����

Diese Formel wird durch Betrachtung des allgemeinen Spannungszustandes hergeleitet� ��x
ist der Spannungsvektor der Fl�che mit dem Normalenvektor �nx� ��y der Spannungsvektor
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mit dem Normalenvektor �ny�
Durch Zerlegung von ��x und ��y in ihre Komponenten und Zusammenfassung dieser erh�lt
man den Spannungstensor!

� �

�
�xx �xy
�yx �yy

�

Das negative arithmetische Mittel der Hauptnormalspannungen ��� Invariante wird als
Druck bezeichnet!

p � �	

�
��xx � �yy� ����

beziehungsweise bei dreidimensionaler Betrachtungsweise!

p � �	

�
��xx � �yy � �zz� ����

Sinnvoll ist die Bezeichnung von p als Druck aus folgendem Grund! bei einem reibungslo

sen Fluid sind die Tangentialspannungen gleich null� und die Normalspannungen unter sich
gleich� �xx� �yy� �zz stimmen auch mit dem Druck �berein� Damit stellt p nach Glg� ���
tats�chlich den im Fluid vorherrschenden Druck dar�

Mittels Glg� ��� erh�lt man aus Glg� ��� die Bewegungsgleichungen zu


Du

Dt
� Kx � �p

�x
�
��xx
�x

�
��yx
�y

����

und


Dv

Dt
� Ky � �p

�y
�
��xy
�x

�
��yy
�y

����

mit �yx � �yx und �xy � �xy
Die Gr�	en �xx� �xy� �yx� und �yy� k�nnen ebenfalls zu einem Tensor� dem viskosen Span

nungstensor zusammengefa	t werden!

� �

�
�xx �xy
�yx �yy

�

Die Kr�fte �also der Spannungszustand in den Fluiden h�ngen von den Form�nderungsge

schwindigkeiten ab� Auch letztere besitzen Tensoreigenschaften�

Mittels der Form�nderungsgeschwindigkeiten und dem Ansatz� da	 die Komponenten des
viskosen Spannungstensors nur abh�ngig von den Form�nderungsgeschwindigkeiten sind und
diese Beziehungen nur linear sind� kann man mit Hilfe der Tensorrechnung
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�xy � �yx � �

�
�u

�y
�
�v

�x

�
�����

herleiten� Vergleiche dazu ����� F�r �v
�x � � folgt aus ���� � � ��u

�y � das hei	t � ist die
dynamische Z�higkeit� F�r � gilt!

� � ��

�
� �Stokes�sche Hypothese �����

Aus den Bewegungsgleichungen k�nnen nun mit den Glgn� ��� bis ���� und der Stokes�schen
Hypothese die Navier 
 Stokes�schen Gleichungen hergeleitet werden� Da sie hier nicht in
ihrem vollen Umfang ben�tigt werden� werden sie auch nicht in allgemeiner G�ltigkeit an

geschrieben� F�r eine vollst�ndige Darstellung siehe ����� Die Vereinfachung der Navier 

Stokes�schen Gleichungen f�r die inkompressible� ebene Str�mung ergibt!
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Nun soll noch eine Anwendung der Grundgleichungen auf turbulente Str�mungen disku

tiert werden� Ein markantes Merkmal letzterer sind die Schwankungsbewegungen� die der
mittleren Bewegung �berlagert sind� Diese Schwankungsbewegungen bewirken f�r die mitt

lere Bewegung eine Erh�hung des Str�mungswiderstandes� F�r diese Widerstandserh�hung
k�nnen rein virtuell zus�tzliche Spannungen verantwortlich gemacht werden� Sie werden die
scheinbaren turbulenten Spannungen genannt� F�r die Berechnung dieser ist es zweckm�	ig�
die Geschwindigkeit in eine mittlere Geschwindigkeit und eine Schwankungsgeschwindigkeit
aufzuteilen!

u � u� u� � v � v � v� � p � p� p� � �����

Das �berstrich 
 Symbol � � soll dabei auf zeitlich gemittelte Gr�	en hinweisen� das Symbol
� wird zur Kennzeichnung von Schwankungsgr�	en verwendet� Es gilt f�r u� v� p usw�!

u �
	

�t

Z t��t

t
u�t�dt ��� � �����

Damit gilt u� � �� v� � �� ��� � Folgende Rechenregeln sind einsichtig!

f � f � f � g � f � g� f � g � f � g�
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�f

�s

�
�

�f

�s
�

Z
fds �

Z
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Mittels der Glgn� ���� bis ���� ist es m�glich� die Navier 
 Stokes�schen Gleichungen so
umzuformen� da	 auch in ihnen die mittleren Gr�	en von den Schwankungsgr�	en getrennt
aufscheinen� Diese Rechnung wird Reynoldsmittelung genannt� Dazu werden zun�chst die
Glgn� ���� und ���� mit Hilfe der Massenbilanz ��� umgeformt� und zwar so� da	 jeweils die

��
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rechte Seite durch ��� erweitert wird und dann Glieder passend zusammengefa	t werden�
Es folgt!
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Werden nun in ���� und ���� die Glgn� ���� eingesetzt� so folgt mit Beachtung von den Glgn�
����!
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Diese Gleichungen ����� und ���� werden Reynoldsgleichungen genannt� Die Ausdr�cke

�
	u�
�

�x � �u
�v�

�y ��� k�nnen nun als Komponenten eines Spannungstensors aufgefa	t werden�
soda	 man ���� und ���� folgenderma	en schreiben kann!
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wobei

� �xx � ��u�u��� � �xy � ��u�v�� ��� �����

die scheinbaren Spannungen sind� Das hei	t� da	 die zeitlich gemittelten Geschwindigkeiten
denselben Gleichungen wie f�r eine laminare Str�mung gen�gen� wenn man zu den Span

nungen zufolge der Reibungskr�fte der laminaren Str�mung die scheinbaren Spannungen der
turbulenten Str�mung addiert� Es ist also gelungen� die scheinbaren Spannungen ��xx usw��
die auch Reynoldsspannungen genannt werden� auf gemittelte Beziehungen von Schwan

kungsgr�	en zur�ckzuf�hren� Daher der Name Reynoldsmittelung�

Ein Ma	 f�r die Intensit�t der turbulenten Schwankungsbewegungen hat man durch Ein

f�hrung des Turbulenzgrades Tu zur Verf�gung� Mittels u�� v� und w� wird er zu

Tu �

q
�
� �u

�� � v�� � w���

U
� �����

de�niert� F�r isotrope Turbulenz� u�� � v�� � w��� folgt

Tu �

q
�u���

U
� �����

��



�� Str�mungsmechanische Grundlagen

Wegen der Haftbedingung verschwinden an der Wand s�mtliche Geschwindigkeiten� und so

mit auch die turbulenten Schwankungsbewegungen� Letztere sind� wie einsichtig ist� auch in
allern�chster Wandn�he sehr klein� Somit werden in diesem Bereich die Spannungen zufolge
der Schwankungsbewegungen �vgl� Glgn� ���� und ���� vernachl�ssigbar klein gegen�ber
jenen� die aus der laminaren Z�higkeit resultieren� Es verh�lt sich dadurch die Str�mung
in allern�chster Wandn�he wie eine Laminarstr�mung� In Bezugnahme auf Grenzschichten
wird dieser Str�mungsbereich als die laminare Unterschicht bezeichnet�

Bekannterma	en werden zur L�sung von Str�mungsproblemen auch gerne dimensionsana

lytische Betrachtungen angestellt� N�her auf sie eingegangen wird hier erst bei gegebenem
Anla	�

��



Kapitel �

Experimentelle Befunde zur

turbulenten Plattengrenzschicht

Die Messung der zeitlichen Abh�ngigkeit der Schwankungsgr�	en ist durch Hitzdrahtanemo

meter m�glich� Durch die Me	ergebnisse gewinnt man eine tiefere Einsicht der Vorg�nge bei
turbulenten Str�mungen� Klebano� hat� vergleiche ���� solche Messungen bei der l�ngsange

str�mten ebenen Platte durchgef�hrt� Ergebnisse davon sind in Bild ��� zusammengefa	t�
Die Versuche wurden unter den Bedingungen Rex � ����	
� und einem Turbulenzgrad der
Au	enstr�mung Tu � 
�
�� durchgef�hrt�

Abbildung ���! Turbulente Schwankungsgeschwindigkeiten in der Grenzschicht �aus ����

��



�� Experimentelle Befunde zur turbulenten Plattengrenzschicht

Ein paar Bemerkungen zu Bild ���! Es symbolisiert darin U� die Anstr�mgeschwindigkeit U �
u sind Geschwindigkeiten in Plattenl�ngsrichtung� v jene normal zur Platte und w solche
in Querrichtung parallel zur Wand� Der Wandabstand y wird auf �� die Grenzschichtdicke�
bezogen� Die Problematik bei der Festlegung der Grenzschichtdicke wurde bereits anhand
von Abb� ��� erw�hnt� Sie wird h�u�g analog wie bei laminaren Grenzschichten festgelegt�
Das hei	t so� da	 am Grenzschichtrand das Verh�ltnis u

U einen bestimmten Wert� z� Bsp�
����� annimmt� Im konkreten Fall� Abb� ���� aber auch bez�glich Abb� ���� ��� und ���
konnten in der Literatur keine genauen Spezi�kationen betre�end der Grenzschichtdicke
gefunden werden� Die Kurve 	u

U�
stellt das Geschwindigkeitspro�l dar� Die Schwankungen

in Str�mungsrichtung �
p
u��� sind am st�rksten� und haben an der Wand ein ausgepr�gtes

Maximum� Auch die Schwankungen normal auf die Platte und in Querrichtung sind gro	�
Durch Kurve �� ���
u�v�

U�
�

� kann man f�r y�� � 
 auf die Schubspannung an der Wand �w

schlie	en� Es sind Gr�	en der Gestalt u�v� in ihren Auswirkungen Schubspannungsgr�	en�

siehe Glg� ����� Zufolge der Abb� ��� erh�lt man bei y�� � 
 f�r
�
u�v�

U�
�

�
einen Wert von

� 
�

	�� der also �w�
U� entspricht� Dieser Wert wird durch sp�ter gezeigte Versuchsergebnisse

gut best�tigt� Auch sieht man� da	 die Schubspannung in Wandn�he nahezu konstant ist�
ab y�� � 
�� jedoch kontinuierlich abnimmt�

Daran� da	 u�
�
� v�

�
� und w�

�
doch stark voneinander abweichen� erkennt man� da	 die

Annahme isotroper Turbulenz� die vielen Turbulenzmodellen zugrunde liegt� im Falle der
l�ngsangestr�mten Platte problematisch ist�

Bez�glich des �u	eren Teiles der Grenzschicht schlie	t man aus Messungen� da	 hier die
Str�mung stark intermittierenden Charakter hat� d� h� laminare und turbulente Str�mung
sich einander in zeitlicher Reihenfolge abwechseln� Es k�nnen aber� wie bereits ausgef�hrt
wurde �vergleiche Abb� ���� die beiden Str�mungsformen gut voneinander abgegrenzt wer

den� Bei Einf�hrung eines Intermittenzfaktors � mit � � 	 f�r dauernd turbulente Str�mung
und � � 
 f�r dauernd laminare� resultiert eine Abh�ngigkeit wie nach Abb� ����

��



�� Experimentelle Befunde zur turbulenten Plattengrenzschicht

Abbildung ���! Verteilung des Intermittenzfaktors �aus ����

Nach Abb� ��� ist bereits ab der H�lfte der Grenzschichtdicke zeitweise Laminarstr�mung
zu beobachten� Diese experimentellen Ergebnisse lassen sich durch eine Kurve� die durch

����x�� y� � FKleb��� y� �

�
	 � ���

�
y

��x�

��
�
��

����

gegeben ist� ann�hern� Glg� ��� wird Klebano��sche Intermittenzfunktion genannt�
Die bez�glich des Zeitablaufes mittlere Lage �R des Grenzschichtrandes �Trenn��che kann
mit

�R�x� �

Z
�

�
����x�� y�dy ����

ermittelt werden� F�r �R und � folgt dann der Zusammenhang �R � 
�����
Auch beim turbulenten Freistrahl und beim Nachlauf zeigen sich entsprechende Intermit

tenzverteilungen�

In Bild ��� sind Ergebnisse von experimentellen Bestimmungen des Widerstandsbeiwertes
cw dargestellt� De�niert ist er durch

cw �
W

�
�U

�bl
� ����

wobei W die Widerstandskraft� b die Breite und l die L�nge der Platte ist� Es wird zur
Bestimmung von cw die Widerstandskraft der gesamten Platte herangezogen� wodurch auch
der Beitrag des laminaren Anlaufst�ckes inkludiert ist� Von cw zu unterscheiden ist der

��



�� Experimentelle Befunde zur turbulenten Plattengrenzschicht

Reibungsbeiwert cf ��rtlicher Widerstandsbeiwert dessen Festlegung

cf �
�W
�
�U

�
����

lautet� Ist �w �ber die Plattenbreite b konstant� gilt W � b
R l
� �wdx� wodurch mit ���

cw �
	

l

Z l

�
cf �x�dx ����

folgt� F�r die Gegebenheiten bei der ebenen Platte wird sp�ter �siehe Glg� ���� aufgezeigt
werden� da	 zwischen cw und cf die N�herungsbeziehungr

�

cw
�
s

�

cf
� 	



����

gilt� Dabei ist 
 die sogenannte K"rm"n 
 Konstante� siehe Glg� ����� Durch Umformung
von ��� folgt

cf � cw�
	 � �

�

p
cw
�

�� � ����

����cw

Abbildung ���! Widerstandsgesetz der l�ngsangestr�mten ebenen Platte �aus ����

Die in Abb� ��� eingezeichneten Kurven ergeben sich durch Berechnung des Widerstands

beiwertes mit verschiedenen Formeln� So gilt zum Beispiel f�r ��

cw � 
�
���Rel�
��	� � ����

��



�� Experimentelle Befunde zur turbulenten Plattengrenzschicht

Rel ist die mit der Plattenl�nge gebildete Reynoldszahl� Kurve �� errechnet sich durch

cw �

����

�logRel��
�

� ����

Aus Glg� ��� kann man bei Ber�cksichtigung eines laminaren Anlaufst�ckes eine Formel
zur Berechnung von��a herleiten� Diese Beziehung wird dann Prandtl 
 Schlichting�sches
Widerstandsgesetz genannt und lautet!

cw �

����

�logRel��
�

� A

Rel
� �����

Die Konstante A h�ngt von der Lage des Umschlagpunktes ab� F�r die nach Glg� ���� in
Abb� ��� eingetragene Kurve gilt A � 	�

� was einem Umschlagpunkt von Rexkrit von
�� 	
� entspricht� Zur Begr�ndung dieses Zusammenhanges siehe ����� Auch Glgn� ���� ���
und ���� sowie Abb� ��� sind dieser Quelle entnommen�

Durch Di�erentiation von Glg� ��� kann cf � cw � l dcwdx �siehe auch Glg� ���� hergelei

tet werden� Mit dieser Beziehung ist es m�glich  als Alternative zu Glg� ���  cf 
 Werte
mit Hilfe von Abb� ��� zu gewinnen� Dazu zur Erinnerung wie man df

dx bei Darstellung
der Funktion f in einem doppeltlogarithmischen Diagramm ermitteln kann! Wird in einem
solchen Diagramm an die Kurve f�x� eine Tangente gelegt und bezeichnet �h eine Hori

zontalprojektion eines Tangentenabschnittes� �v die dazugeh�rige Vertikalprojektion� dann
gilt f�r die Ableitung f ��x� � df

dx ! f
��x� � f�x�

x
�v
�h � Man achte dabei darauf� da	 unverzerrte

Diagramme verwendet werden� das hei	t solche wo die Abst�nde von einer Zehnerpotenz
zur n�chsten auf Abszisse und Ordinate gleich gro	 sind� Bestimmt man mit dieser Vor

gangsweise cf 
 Werte mit Hilfe von Abb� ��� f�r die turbulente Plattenstr�mung� wird
o�enkundig� da	 im interessierenden Bereich �	
� � Rex � 	
  der Unterschied zu mit
Glg� ��� bestimmten Reynoldszahlen nicht einmal zwei Prozent betr�gt� F�r Re � ���� 	
�

entnimmt man aus Abb� ��� cw � 
�
��� Mit Glg� ��� erh�lt man cf � 
�

����� somit
cf
� � 
�

	���� Zufolge Glg� ��� gilt cf

� � �w
�U� � Im Vergleich dazu wurde durch Abb� ��� �w

�U�

mit ������ ermittelt�

Abb� ��� zeigt die Abh�ngigkeit des Geschwindigkeitsdefektes �U � u vom Wandabstand
y� Dabei wird y mit � und weiters �U � u durch u� dimensionslos gemacht� u� ist eine
mit Hilfe von �w und der Dichte  ermittelte Bezugsgr�	e� Die De�nition wird sp�ter noch
vorgestellt �siehe Glg� ����� Durch den besonders gew�hlten Eintragungsmodus der Werte
auf der Ordinate ist diese Darstellung praktisch die eines Geschwindigkeitspro�ls�

��



�� Experimentelle Befunde zur turbulenten Plattengrenzschicht

Abbildung ���! Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht �aus ����

Auch in Abb� ��� �Seite �� wird der Geschwindigkeitsdefekt dargestellt� v� ist wieder die
Bezugsgr�	e� v� ��u� �

��



�� Experimentelle Befunde zur turbulenten Plattengrenzschicht

Abbildung ���! logarithmische Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht �aus ����

Es wird in Abb� ��� eine logarithmisch skalierte Abszisse verwendet� Dadurch erkennt man�
da	 sich im wandnahen Bereich der Grenzschicht der Zusammenhang zwischen U�u

u�
und

log
�y
�

�
als linear herausstellt� Die entsprechenden experimentellen Daten liegen in guter

N�he um eine Gerade� Anzumerken ist� da	 die laminare Unterschicht� also der Str�mungs

bereich in allern�chster Wandn�he� von den Messungen nicht erfa	t wurde� In dem dem frei

en Str�mungsfeld benachbarten Grenzschichtteil weichen die Versuchsergebnisse von diesem
linearen Zusammenhang ab� Diese Abweichungen sind typisch f�r alle turbulenten Grenz

schichten�

��



Kapitel �

Grenzschichtbeschreibende Gr��en

��� Vorbemerkungen

In diesem Kapitel werden nahezu ausschlie	lich turbulente Grenzschichten behandelt� Nur
bez�glich der Grenzschichtgleichungen� Abschnitt ���� und in Abschnitt ����� wird kurz auf
die laminare Grenzschicht eingegangen� Die Gleichungen laminarer Grenzschichten dienen
auch zur Berechnung der laminaren Unterschicht von turbulenten Grenzschichten� So wie
in der Literatur �blich� werden auch hier die Berechnungsans�tze allgemein� das hei	t f�r
alle turbulenten Grenzschichten g�ltig� gehalten� Die Beziehungen f�r die Grenzschicht

und Verdr�ngungsdicke jedoch werden in dieser Arbeit auf die Verh�ltnisse in der ebenen
inkompressiblen Plattengrenzschicht spezi�ziert�

��� Grenzschichtgleichungen

Zur Berechnung von Grenzschichtdicke� Verdr�ngungsdicke� Reibungsbeiwert usw� m�ssen
die die Grenzschicht beschreibenden Gleichungen bekannt sein� Um auf solche zu kommen�
werden die Massenbilanz und die Navier 
 Stokes�schen Gleichungen auf die Verh�ltnisse in
der Grenzschicht spezialisiert� Dazu werden die Terme� welche f�r das Grenzschichtproblem
vernachl�ssigbar sind� aus den Gleichungen herausgenommen�

Im laminaren Fall wird von den Glgn� ���� und ���� ausgegangen� Sie m�ssen nach ����
zun�chst einer Grenzschichttransformation unterworfen werden� um vernachl�ssigbare Ter

me au�nden zu k�nnen� Nach Streichung dieser erh�lt man nach R�cktransformation

�u

�t
� u

�u

�x
� v

�u

�y
� �	



�p

�x
� �

��u

�y�
� ����

und

�u

�x
�
�v

�y
� 
� ����

Die Glgn� ��� und ��� werden Prandtl�sche Grenzschichtgleichungen genannt� Sie gelten f�r
laminare Grenzschichten von inkompressiblen Str�mungen�

��



�� Grenzschichtbeschreibende Gr�	en

F�r den turbulenten Fall sind die Glgn� ���� und ���� die Ausgangsbasis f�r die Grenz

schichtgleichungen� Aus ���� folgt mit der N�herung ���x �� ���y zun�chst


 � ��p

�y
� ��v���

�y
� ����

Aus Glg� ��� folgt durch Integration� da	 p � v�� �ber der Grenzschichth�he konstant
ist� An der Wand und am Grenzschichtrand zu der �brigen Str�mung verschwindet die
Schwankungsbewegung� daher gilt

p� v�� � pW � pe� ����

wobei pW der Wanddruck und pe der Druck am Grenzschichtrand ist�
Mit den Glgn� ��� und ���� kann man nun unter der Annahme u�� � v�� die Grenzschicht

gleichungen herleiten� Es resultiert



�
u
�u

�x
� v

�u

�y

�
� �dpe

dx
�

�

�y

	
�
�u

�y
� u�v�



� �dpe

dx
�

�

�y
��L � �T �� ����

Zufolge der Massenbilanz gilt

�u

�x
�
�v

�y
� 
� ����

��� Geschwindigkeitspro�l

Wie bereits angedeutet wurde� kann die Grenzschicht an einer glatten Wand in charakte

ristische Bereiche aufgeteilt werden� Unmittelbar an die Wand schlie	t die d�nne laminare
�viskose Unterschicht an� In dieser sind die Ein��	e der turbulenten Schwankungsbewegun

gen vernachl�ssigbar� wodurch diese Schicht bei der Berechnung wie eine Laminarstr�mung
behandelt werden kann� Weiter von der Wand entfernt be�ndet man sich im vollturbulenten
Abschnitt der Grenzschicht� Abb� ��� zeigt Me	ergebnisse von diesem� Die laminare Un

terschicht geht nicht abrupt in die vollturbulente Schicht �ber� zwischen beiden be�ndet
sich ein �bergangsgebiet �#bu�er layer�� Siehe auch Abb� ��� f�r die Bereichseinteilung von
turbulenten Grenzschichten� Mit Hilfe der Grenzschichtgleichungen kann f�r die laminare
Unterschicht die Beziehung u � f�y� hergeleitet werden� Auch f�r den in Abb� ��� linea

ren Zusammenhang zwischen U�u

u�
und log

�y
�

�
des turbulenten Grenzschichtbereiches kann

unter vereinfachenden Annahmen eine Beschreibung des Geschwindigkeitspro�ls gefunden
werden� Diese wird logarithmisches Wandgesetz genannt�

Hingewiesen werden soll noch auf sogenannte indirekte Turbulenzmodelle� Bei diesen wird
nur auf rein formalem Weg eine m�glichst gute Anpassung des Geschwindigkeitspro�ls
u � f�y� an experimentelle Daten gesucht�

��



�� Grenzschichtbeschreibende Gr�	en
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Abbildung ���! Bereichseinteilung turbulenter Grenzschichten

F�r die station�re laminare Unterschicht gilt �u
�x � 
 und v � 
� Damit folgt f�r den

station�ren Fall aus ���


 � �	



�p

�x
� �

��u

�y�
� ����

Daraus erh�lt man mit der Annahme �p
�x � 
 und Multiplikation mit 

�
��u

�y�
� 
� ����

das hei	t �
�y

h
��u
�y

i
� 
� Wegen ��u

�y � � gilt damit

��

�y
� 
� ����

Das bedeutet� da	 die Schubspannung � in n�chster Wandn�he konstant ist� Sie mu	� da
sie ja durch die Wand in das Fluid eingebracht wird� gleich der auf die Wand wirkenden
Beanspruchung �W sein� �W wird Wandschubspannung genannt� Es gilt daher

�
�u

�y
� �W � �����

Dadurch folgt mit der Bedingung� da	 bei y � 
 auch u � 
 ist� durch Integration

u �
�W
�
y � y

	

�

�W

� �����

��



�� Grenzschichtbeschreibende Gr�	en

Die Kombination �W
� hat die Dimension m�

s�
� Dividiert man daher Glg� ���� durch

q
�W
�

erh�lt man eine dimensionslose Beziehung zwischen Geschwindigkeit und Wandabstand�
Zur Angabe dieser werden die De�nitionen

u� �

r
�W


� �����

u� �
u

u�
�����

und

y� � y
u�
�

�����

herangezogen� Da diese auch zur Darstellung des turbulenten Grenzschichtteiles verwendet
werden� wird Glg� ���� mit der zeitlich gemittelten Geschwindigkeit u formuliert� F�r die
laminare Unterschicht gilt u � u� Mit den Glgn� ����� ���� und ���� folgt aus ����

u� � y�� �����

Diese Beziehung ist neben weiteren in Abb� ��� eingetragen�

Die Herleitung des logarithmischen Wandgesetzes gelingt mit Hilfe der Dimensionsanaly

se� Die Vorgangsweise dazu soll im folgenden kurz dargestellt werden� Ein erster wichtiger
Schritt bei der Dimensionsanalyse ist� da	 man sich �berlegt� welche Gr�	en das Geschwin

digkeitspro�l beein�ussen� Das k�nnen hier der Wandabstand y� die Wandschubspannung
�W � die Dichte � die Z�higkeit� die Grenzschichtdicke usw� sein� Wenn wir nur die ersten drei
der genannten Gr�	en als f�r unser Problem relevant annehmen �auch den Abstand vom
Umschlagpunkt klammern wir aus� da wir an einer von der x 
 Koordinate unabh�ngigen
L�sung interessiert sind so k�nnen wir folgendes ansetzen!

du

dy
� F �y� �W � � � G

�
du

dy
� y� �W � 

�
� 
 �����

Dabei sind F und G beliebige Funktionen� Wie in ���� gezeigt wird� existiert f�r unser
Problem nur ein dimensionsloses Produkt � der Argumente von G� Dieses kann zu

� �
du

dy

y

u�
�����

formuliert werden� Da G��� � 
 gelten mu	� mu	 auch � � konst�� das hei	t

du

dy

y

u�
� konst� �

	



�����

gelten� Nachfolgende Integration liefert unter Zuhilfenahme der De�nitionen von u� und y�

das logarithmische Wandgesetz�

u� �
	



ln�Ey��� �����

��



�� Grenzschichtbeschreibende Gr�	en

In Diagrammen u� �ber ln y� oder log y� erscheint die Beziehung nach ���� als Gerade� Bei
Anpassung dieser an den durch die Versuche sich ergebenden linearen Bereich �vergleiche
dazu Abb� ��� erh�lt man f�r die Konstanten


 � 
��	 ��� Karman 
 Konstante �����

und

E � ��
 � �����

Warum die Beziehung nach Glg� ���� nur f�r einen Teil der Grenzschicht gilt� liegt dar

an� da	 f�r andere Grenzschichtbereiche zus�tzliche Gr�	en bestimmend werden� Man mu	
bedenken� da	 wir eine Beziehung der physikalischen Gr�	en u und y in der Schicht mit
Hilfe von �W hergeleitet haben �Glg� ����� und eigentlich gar keinen physikalischen Beweis
erbracht haben� inwiefern u und y tats�chlich von der Schubspannung an der Wand� also �W
abh�ngen� Wir wissen daher nicht� f�r welche Bereiche der Grenzschicht die Wandschub

spannung eine wirklich relevante Rolle spielt� und auch nicht� welche Grenzschichtbereiche
von anderen Faktoren �z� Bsp� der Grenzschichtdicke dominant beein�u	t werden� Daher
ist es auch nicht verwunderlich� da	 auch Gr�	en� die wir nicht in die Dimensionsanalyse
aufgenommen haben� f�r das Geschwindigkeitspro�l von Bedeutung sind� wenn auch ein
unmittelbarer physikalischer Zusammenhang zu solchen nicht sofort ersichtlich ist�

In der laminaren Unterschicht ist � � ��y� � konst�� siehe Glg� ���� F�r den restlichen�
erheblich gr�	eren Teil der Innenschicht �turbulenter Innenschichtteil  gilt� siehe Abb� ����
da	 �T ungef�hr konstant und ann�hernd �W ist� F�r die Au	enschicht� wo auch weitere
Gr�	en als jene� die zu Glg� ���� gef�hrt haben� f�r das Geschwindigkeitspro�l relevant wer

den� ist es nicht �berraschend� da	 diese Bedingung ��T � konst� nicht mehr gegeben sein
mu	� Warum trotzdem die Annahme �T � �W � konst� sehr gerne in theoretische �berle

gungen aufgenommen wird und auch f�r die Innenschicht plausibel gemacht werden kann�
kann wie folgt erkl�rt werden! In der Theorie wird f�r erste Aussagen �ber Str�mungsbilder
unter anderem auch die sogenannte Couette 
 Str�mung behandelt� Diese entsteht in einem
Fluid zwischen zwei Platten mit konstantem Abstand� wobei eine Platte parallel �ber die
andere gezogen wird� Im Medium dazwischen ist aus Symmetriegr�nden die Schubspannung
��� �L � �T � konstant� und es gilt � � �W sowohl f�r die Innen
 als auch f�r die Au	en

schicht� Wegen konstantem � ist diese Str�mungsform mathematisch nicht so aufwendig wie
die turbulente Plattengrenzschicht �Es werden auch in ���� Ergebnisse der Couette 
 Str�

mung zur Berechnung turbulenter Grenzschichten herangezogen� Der Grund� warum �W �
konst� im turbulenten Innenschichtteil nicht nur bei der Couette 
 Str�mung� sondern f�r
Grenzschichten bei beliebigen Str�mungsgeometrien vorstellbar ist� ist die Art der Wirbelbil

dung� Abgesehen von der viskosen Unterschicht sind in der Innenschicht �berwiegend kleine
Wirbel vorliegend� die gro	en  und mit ihnen die Energieaufnahme aus der Hauptstr�mung
 sind in der Au	enschicht anzutre�en� Da also das �u	ere Str�mungsfeld dem turbulenten
Innenschichtteil nahezu keine Energie zus�tzlich zuf�hrt� kann dies als Hinweis angesehen
werden� da	 dort die Schubspannung ungef�hr konstant ist� Die Wirbelbildung im turbulen

ten Innenschichtteil gestaltet sich so� da	 der Zustand � � konst� erreicht wird� Interessant
ist auch� wie bei der Plattengrenzschicht die Energieeinbringung von der Hauptstr�mung
in die Au	enschicht eine stetig anwachsende Schubspannung zur Platte hin bedingt� siehe
Abb� ����

��
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Die Geschwindigkeit u � u�u
� in der Grenzschicht w�chst nicht �ber die Au	engeschwin


digkeit und somit �ber die Geschwindigkeit am Grenzschichtrand Ue an� daher ist auch u�

nach oben hin begrenzt� Diese Grenze kann bei Kenntnis des Reibungsbeiwertes cf angege


ben werden� Zun�chst folgt mit Ue � U und den Glgn� ��� und ���� cf � � �W�
�
U�
e
� � u��

U�
e
�

also

u�
Ue

�

r
cf
�
� �����

Wird desweiteren analog zu Glg� ���� �u� � u
u�

 f�r Ue
u�

� u�max gesetzt� so folgt mit Glg� ����

u�max �

s
�

cf
� �����

Zur Ermittlung von u�max kann man f�r ein gew�hltes Rex der Abb� ��� einen dazugeh�rigen
Wert f�r cw entnehmen� z� Bsp� f�r Rex � 	�	
 folgt cw � 
�

�� � Dieser Wert in Glg� ���
eingesetzt liefert den Reibungsbeiwert zu cf � 
�

��� � Aus Glg� ���� folgt damit u�max� und
es resultiert u�max�Rex � 	
� � ������ Das gleiche Vorgehen liefert f�r Rex � � � 	
� ein
u�max von ����� und f�r Rex � �� 	
 �als eine bereits eher gro	e Reynoldszahl erh�lt man
u�max�Rex � � � 	
� � ����� Diese Werte sind auch in Diagramm Abb� ��� aufgenommen�
Die Begrenzung von u� nach oben hin ist also von der Reynoldszahl abh�ngig�

Aus den experimentellen Daten geht hervor� da	 das Geschwindigkeitspro�l im �u	eren
Teil der Grenzschicht von der Beziehung nach Glg� ���� nach oben hin abweicht �vergleiche
Abb� ���� Eine erste M�glichkeit� diese Abweichung mathematisch zu erfassen� besteht dar

in� das Geschwindigkeitspro�l u � u�y� in Form eines Potenzgesetzes anzusetzen� Dazu kann
eine f�r Rohre gefundene Beziehung �bernommen werden� vergleiche ����� Zufolge dieser ist
eine gute Beschreibung des Geschwindigkeitspro�ls bei m�	igen Reynoldszahlen durch

u

Ue
�
�y
�

��	
�����

m�glich� Ue ist die Geschwindigkeit am Grenzschichtrand� Glg� ���� ist das bekannte ��� 

Potenzgesetz� Es wird auch von Ans�tzen mit anderen Exponenten berichtet �verallgemei

nerte Potenzdarstellung�

Eine zweite Vorgangsweise w�re� das Geschwindigkeitspro�l mit Hilfe eines Defektansat

zes zu berechnen� Er wird sp�ter bei der Berechnung der Grenzschichtdicke kurz behandelt�
Die Ermittlung von u � u�y� ist mathematisch jedoch aufwendig� au	erdem ist die Verwen

dung eines Turbulenzmodells n�tig� und die Ergebnisse sind unter anderem auch von diesem
abh�ngig� Es wird daher von diesem Verfahren das Geschwindigkeitspro�l zu ermitteln hier
nicht Gebrauch gemacht�

Eine dritte M�glichkeit� das Geschwindigkeitspro�l auch im �u	eren Teil der Grenzschicht
m�glichst gut durch mathematische Beziehungen zu beschreiben� wurde von Coles ��� be

gr�ndet� Durch das Studium experimenteller Daten kam er zum Schlu	� da	 eine Beschrei

bung des Geschwindigkeitspro�ls durch die Formel

u

u�
� f

�yu�
�

�
�

�



w
�y
�

�
�����

��



�� Grenzschichtbeschreibende Gr�	en

m�glich ist� Glg� ���� gilt f�r turbulente Grenzschichten allgemein� ihre Anwendbarkeit ist
nicht auf die Plattengrenzschicht beschr�nkt� Der Term �

�w
�y
�

�
dient zur Beschreibung der

Au	enschicht� Die Funktion w
�y
�

�
wird #law of the wake�� in der deutschsprachigen Lite


ratur #Nachlau�unktion� genannt �der Name Nachlauf r�hrt von Geschwindigkeitspro�len
hinter festen K�rpern her� die man des �fteren mit in die Betrachtungen einschlie	t� Sie
ist von x unabh�ngig� � wird als der Nachlaufparameter bezeichnet� er ist im allgemeinen
abh�ngig von x� oder genauer� vom Druckgef�lle� Die Form des Geschwindigkeitspro�ls in
der Au	enschicht ist� da sie durch die Nachlau�unktion bestimmt wird� bei � � konst� von
der Reynoldszahl unabh�ngig �siehe auch Abb� ����

Aufbauend auf die Arbeiten von Coles werden in ���� zur Berechnung des Geschwindig

keitspro�ls die Glgn�

u

u�
�

	



ln
�u�y

�

�
�B �

��x�



w
�y
�

�
�
 � y � �� �����

und

w
�y
�

�
� 	� cos

�
�
y

�

�
� � sin�

��
�

y

�

�
�����

angegeben� Es gilt dabei B � ����� Durch die Glg� ���� wird eine gute Ann�herung an
die von Coles angegebene Nachlau�unktion erreicht� Wie man leicht nachrechnet� kann man
�
� ln

�u�y
�

�
�B in Glg� ���� mit guter N�herung durch �

� ln�Ey
�� ersetzen� soda	 aus Glg� ����

u� �
u

u�
�

	



�lnEy�� �

��x�



w
�y
�

�
�
 � y � �� �����

folgt� Bei der Anwendung von Glg� ���� besteht die Schwierigkeit darin� da	 y� und y
�

nicht direkt ineinander �bergef�hrt werden k�nnen� obwohl beides Parameter f�r den di

mensionslosen Wandabstand sind� Um trotzdem die Beziehung nach ���� �in Diagrammen
darzustellen� kann y

� mit Hilfe von y� und u�max ausgedr�ckt werden� Dazu wird y�max als
der kleinste Wert von y� bezeichnet� bei dem u� � u�max gilt� y�max kennzeichnet somit die
Grenzschichtdicke� f�r y� � y�max gilt u� � u�max� und f�r y� � y�max gilt u� � u�max�
Der Zusammenhang zwischen y�max und � resultiert mit Glg� ���� zu y�max � � u�� � F�r das
Verh�ltnis y

� folgt

y

�
�

y�

y�max
� �����

Bei bekanntem u�max folgt das zugeh�rige y�max aus den Glgn� ���� und �����

Der Nachlaufparameter � ist� wie erw�hnt� vom Druckgef�lle abh�ngig� f�r dpe
dx � 
 gilt

� � 
��� Bei starkem Druckanstieg kann � Werte bis � � � annehmen� Zu seiner Berech

nung wird der sogenannte Clauser 
 Parameter �� �Druck 
 Formparameter verwendet� F�r
ihn gilt

�� �
�V
�W

dpe
dx

� �����

��
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�V ist die Verdr�ngungsdicke� siehe dazu Glg� ����� Bei Kenntnis von �� kann f�r Gleichge

wichtsgrenzschichten �sie bedingen �hnliche Geschwindigkeitspro�le zur Ermittlung von �
die Beziehung

� � 
����� � 
����
� ��� � konst�� �����

verwendet werden�

F�r eine Grenzschicht mit d	pe
dx � 
 � � � 
�� ergibt sich z� Bsp� f�r Rex � 	
 zun�chst aus

Abb� ��� cw � 
�

��� Damit folgt mit den Glgn� ��� und ���� u�max � ������ Die Nachlauf

funktion w ergibt sich nach Formel ���� f�r y � � �y� � y�max� mit w � �� Mit diesen Werten
erh�lt man mit Beziehung ���� y�max � ����� Damit kann u� � f�y�� zufolge Glg� �����

wenn man darin y
� durch y�

ymax
ersetzt� dargestellt werden� F�r das Ergebnis siehe Abb� ����

Zum Vergleich ist in dieser Abbildung auch ein dimensionsloses Geschwindigkeitspro�l mit
� � � eingetragen�
Die Reynoldszahl ist zur Erstellung von Abb� ��� nur insofern von Bedeutung� als da	 durch
sie nur die zugeh�rigen cf 
 Werte der Str�mung an der ebenen Platte vorliegen� Anson

sten� auch nicht zur Darstellung des Geschwindigkeitspro�ls bei Druckzunahme� wird keine
Reynoldszahl ben�tigt�

Anzumerken ist� da	� so wie beim ��� 
 Potenzgesetz� bei Anwendung von Glg� ���� und
���� der Geschwindigkeitsgradient am Grenzschichtau	enrand nicht verschwindet� Aus die

sem Grunde werden Modi�kationen von Glg� ����� beziehungsweise ein Potenzansatz vorge

schlagen� siehe ����

Festgehalten werden soll noch� da	 es sich bei der Coles�schen Beziehung und auch beim
��� 
 Potenzgesetz um indirekte Turbulenzmodelle handelt�

Ein weiteres indirektes Turbulenzmodell ist die Reichardt�sche Gleichung� Durch sie wird
im �bergangsgebiet eine gute Anpassung an experimentelle Daten erreicht� Nach ihr gilt

u� �
	



ln�	 � 
y�� � ���

	
	� e�

y�

�� � y�

		
e��
��y

�
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Abbildung ���! Dimensionslose Geschwindigkeitspro�le zufolge formaler Beziehungen

Zur Darstellung des ��� 
 Potenzgesetzes in Abb� ��� wurde zur Berechnung mittels Glg� ����
y
� ebenfalls durch y�

y�max
mit y�max � ���� ersetzt �siehe Glg� �����

��� Grenzschichtdicke� Verdr�ngungsdicke� Impulsverlustdicke

����� Allgemeines

Bei Grenzschichtbetrachtungen dr�ngt sich die Frage nach der Schichtdicke unmittelbar auf�
Da nun bei der turbulenten Grenzschicht die Grenze zwischen ihr und der von Grenzschicht

e�ekten unbeein�u	ten Au	enstr�mung dauernd zeitlich schwankt� kann die aufgeworfene
Frage nicht unmittelbar beantwortet werden� Andererseits steht man bei Str�mungssimu

lationen mit FIDAP vor folgender Tatsache! Es wird als haupts�chlichste L�sung das Ge

schwindigkeitsfeld bereitgestellt� und bei Verwendung dieser Ergebnisse ist es einfach� eine
von der Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht abgeleitete Grenzschichtdicke anzu

geben� Daher soll die Frage nach der Grenzschichtdicke und deren Berechnung n�her erl�u


��
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tert werden� Da Verdr�ngungs
 und Impulsverlustdicke ebenfalls charakteristische Gr�	en
der Grenzschichtdicke sind� werden auch sie hier kurz behandelt� Berechnungen mit dem
Defektansatz �Unterkapitel ����� werden dabei mehr Aufmerksamkeit zugewandt�

F�r die Verdr�ngungsdicke gilt

�V �
	

Ue

Z
�

y��
�Ue � u�dy � �����

und f�r die Impulsverlustdicke

�I �
	

U�
e

Z
�

y��
Ue�Ue � u�dy � �����

Es soll hier auf einen wichtigen Zusammenhang zwischen der Impulsverlustdicke und dem
Widerstandsbeiwert hingewiesen werden� der sich aus dem Impulssatz der Grenzschichttheo

rie ergibt� Der Impulssatz �f�r dessen Herleitung siehe z� Bsp� ���� lautet zun�chst

d

dx
�U�

e �I� � �V Ue
dUe

dx
�

�W


� �����

Mit Ue � konst� � U folgt mit Glg� ��� d�I
dx � �

�cf � Durch Integration erh�lt man wegenR l
� cf �x�dx � lcw �vergleiche Glg� ���

cw � �
�I
l
� �����

Bei bekanntem cw ist die Impulsverlustdicke aus obiger Gleichung leicht ermittelbar� An

dererseits kann bei Vorliegen von Me	daten eines Geschwindigkeitspro�ls auch folgendes
gemacht werden! Mittels Glgn� ���� beziehungsweise ���� kann man zun�chst Verdr�ngungs

dicke und Impulsverlustdicke berechnen� und dann mittels den der Glg� ���� zugrundeliegen

den Beziehungen auf den Reibungsbeiwert schlie	en� Auch in ��� wird diese Vorgangsweise
zur Auswertung von Versuchsdaten angewandt�

����� Berechnungen mit dem ��� � Potenzgesetz

Widerstandsbeiwert und Impulsverlustdicke stehen in Abh�ngigkeit zueinander� siehe
Glg� ����� Dadurch kann man mit Hilfe des ��� 
 Potenzgesetzes� Glg� ����� und einem Gesetz
f�r die Wandschubspannung auf die Grenzschichtdicke � schlie	en� F�r eine ausf�hrlichere
Herleitung vergleiche ����� Es folgt f�r die inkompressible Plattengrenzschicht!

��x� � 
���x

�
Ux

�

�
��	�

� �����

F�r die Verdr�ngungsdicke �V resultiert zun�chst aus den Glgn� ���� und ���� �V � ����
womit man mit ����

�V � 
�
���x

�
Ux

�

�
��	�

�����

��
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erh�lt� Das ��� 
 Potenzgesetz gilt gut nur bei Reynoldszahlen $ 	
�� Weiters weicht das
Geschwindigkeitspro�l am �u	eren Grenzschichtrand stark von der Beschreibung nach ����
ab� Trotzdem liefert es� vor allem was die Berechnung des Widerstandsbeiwertes betri�t�
gute Ergebnisse� �����

����� Berechnungen mit dem Defektansatz

Dieser stellt eine theoretisch besser fundierte M�glichkeit zur Ermittlung von Grenzschicht

dicken und dem Geschwindigkeitspro�l �ber der Platte dar� Er eignet sich vor allem f�r den
�u	eren Teil der Grenzschicht gut� weshalb diese Schicht auch Defektschicht �defect 
 layer
genannt wird�

F�r u�x� y� lautet der Defektansatz!

u�x� y� � Ue�x�� u� �x�F
��x� 	� �����

mit

	 �
y

��x�
� �����

Der Geschwindigkeitsdefekt Ue�x� � u�x� y� wird also durch die Schubspannungsgeschwin

digkeit u� und F �� einer Funktion f�r den dimensionslosen Defekt� ausgedr�ckt� Der Grund�
weshalb f�r F � die Variable 	 verwendet wird� wird durch die weiteren Ausf�hrungen er

sichtlich werden� u und v m�ssen die Massenbilanz erf�llen� Die Ermittlung von v kann
so erfolgen� da	 man durch Integration von ���� zun�chst auf eine Stromfunktion ��x� y�
schlie	t� Demzufolge stellt die Funktion

��x� y� � Uey � u� �F � Ue	� � u��F �����

eine solche dar� v folgt durch partielle Di�erentiation von ���� nach x� da v � ��x gilt�
Beachtet werden mu	 dabei� da	 der �bergang von dem � und Glg� ��� zugrundeliegenden
Koordinatensystem auf die Koordinaten x und 	 eine Koordinatentransformation darstellt
�Wegen � � x folgt ��

�x � ��
��

��
�x � ��

�
�
�x � ��

��
��
�x � ��

�x und ��
�y � �

�
��
�� � Man erh�lt f�r v

v � u�

	
d�

dx
�F � 	F �� �

�

u�

du�
dx

F � �

u�

dUe

dx
	 � �

�F

�x



� �����

wobei Striche hier und in den weiteren Ausf�hrungen zum Defektansatz Ableitungen nach
der Variablen 	 bedeuten�

F�r �T kann man

�T � u�� �x�S�x� 	� � U�
e �x��

��x�S�x� 	� �����

ansetzen� Dabei stellt S�x� 	� die dimensionslose turbulente Schubspannung dar� F�r u� �x�
Ue�x�

wird in der Literatur auch

��x� �
u� �x�

Ue�x�
�����

��
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geschrieben�

Durch Einsetzen von ����� ���� und ���� in die Glg� ��� erh�lt man eine Di�erentialglei

chung in den Variablen x und 	� Werden darin die Terme� die wenig Ein�u	 auf die L�sung
haben� vernachl�ssigt� so folgt �siehe ����!

A�x�	F �� �B�x�F � � S� �
�F �

�x

Ue�

u�
� �����

A�x� steht f�r

A�x� �
	

u�

d�Ue��

dx
� �����

B�x� f�r

B�x� � � �

u��

d�Ueu� �

dx
� �����

Durch Eigenschaften der Grenzschicht �kleiner Wert f�r dcf�dx und damit d�u�	Ue�
dx  k�n


nen f�r A�x� und B�x� die N�herungen

A�x� �
d

dx

�
Ue�

u�

�
�

�

u�

dUe

dx
� �����

beziehungsweise

B�x� � �� �

u�

dUe

dx
�����

hergeleitet werden�

Um die Glg� ���� l�sen zu k�nnen� ist noch eine Beziehung zwischen F � und S notwen

dig� F�r eine solche ist die Inanspruchnahme eines Turbulenzmodells erforderlich� Mit den
L�sungen von ���� k�nnen dann weitere Kenngr�	en der Grenzschicht ermittelt werden� An

dererseits werden diese Kenngr�	en auch experimentellen Daten entnommen� womit durch
Vergleich mit den berechneten eine erste Bewertung des Turbulenzmodells m�glich ist� siehe
�����

Der Geschwindigkeitsdefekt F � ist im allgemeinen Fall eine Funktion von x und 	� F�r
�hnliche Geschwindigkeitspro�le wird F � nur von 	 abh�ngig� 	 wird aus diesem Grund
%hnlichkeitsvariable genannt� %hnliche L�sungen sind eine Eigenschaft der sogenannten
Gleichgewichtsgrenzschichten� F�r eine genaue De�nition dieses Begri�es siehe z� Bsp� �����
Im Falle der ebenen Platte mit Ue � konst� ist die Voraussetzung �hnlicher Geschwindig

keitspro�le ohne weiteres zul�ssig� siehe Abb� ���� K�nnen �hnliche Geschwindigkeitspro�le
als L�sungen vorausgesetzt werden� wird die Di�erentialgleichung f�r den Geschwindigkeits

defekt� Glg� ����� von x unabh�ngig� Es gilt dann

A	F �� �BF � � S� � 
 � �����

��
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wobei die Koe�zienten A und B jetzt Konstanten sein m�ssen� Aus Formel ���� folgt im
Falle �hnlicher Geschwindigkeitspro�le

u�

u�
� xA� �����

wobei f�r x � � die Randbedingung u�
u�

� � angenommen wurde�

In den Glgn� ���� und ���� scheint A als Konstante auf� Sie soll nun durch Integration
von ���� n�her spezi�ziert werden� Dazu ist Kenntnis �ber die Randbedingungen von F
und S erforderlich� Es gilt!

�a lim
���

F � 
 �b lim
���

S � 	 �c lim
���

F � � 
 �d lim
���

S � 
 � �����

Mit Bedingung �a gilt v � � an der Wand �vergleiche Glg� ����� was der Voraussetzung
einer undurchl�ssigen Wand entspricht� Mit �b wird erreicht� da	 in Wandn�he die Schub

spannung �T mit der Wandschubspannung �bereinstimmt �Glg� ����� �d bedeutet� da	
�T in der freien Str�mung null wird� Bedingung �c und Glg� ���� f�hren f�r y � 	 zu
u� Ue� das hei	t es geht damit die Ann�herung von u zu Ue am �u	eren Grenzschichtrand
in die Berechnung ein� Im Falle konstanter Au	engeschwindigkeit Ue gilt weiters� da	 die
Konstante B null ist� siehe Glg� ����� Damit folgt aus Glg� ���� A	F �� � S� als die zu in

tegrierende Beziehung� Werden obige Randbedingungen bei der Integration ber�cksichtigt�
folgt �AF

�����
���

� �	� Wenn man F �	 � 	� mit Fe bezeichnet gilt damit

A �
	

Fe
� �����

Nebst Berechnung wird der Parameter Fe auch Experimenten entnommen�

Es soll an dieser Stelle auf eine wichtige Beziehung zwischen Grenzschicht
 und Verdr�n

gungsdicke hingewiesen werden� da bei dieser Fe ebenfalls eine wichtige Rolle spielt� Durch
Beachtung von Randbedingungen nach ���� kann man sich mit den Glgn� ���� und ����
n�mlich

F �	 � 	� � Fe �
�V
� u�Ue

�
�V

�
p
cf��

�����

herleiten� Durch diese Beziehung und den Formeln ���� und ���� ist es m�glich� f�r die
Verdr�ngungsdicke �V die Glg�

�V �
u��
U�
e

x �����

herzuleiten�

F�r � folgt aus den Glgn� ���� und ���� nun

� �
x

Fe

u�
Ue

� �����

��
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Um mit Glg� ���� die Grenzschichtdicke zu ermitteln� mu	 u��Ue oder wegen Glg� ���� der
Reibungsbeiwert cf bekannt sein� cf kann mit dem sogenannten Widerstandsgesetz� das
die Beziehung cf � cf �x� darstellt� errechnet werden� Die Herleitung des Widerstandsge

setzes beruht auf der Anpassung des Geschwindigkeitspro�ls zufolge des logarithmischen
Wandgesetzes an jenes zufolge des Defektansatzes� Angepa	t wird in jenem Bereich� wo der
logarithmische Bereich und die Au	enschicht der Grenzschicht  siehe Abb� ���  aneinan

dergrenzen� Der Wandabstand y des Anpassungsbereiches ist bez�glich des Defektansatzes
ein sehr kleiner� bez�glich des logarithmischen Wandgesetzes ist er jedoch als sehr gro	 zu
bezeichnen� Der Ansatz f�r das Widerstandsgesetz kann daher� siehe ����� zu

lim
y��

u�x� y�

u� �x�
� lim

y���
u��y�� � �����

angeschrieben werden� Aus ihm folgt mit den Glgn� ���� und ����

Ue

u�
� lim

���
F � �

	



ln
yu�
�

� C� � �����

Wegen y � 	� l�	t sich diese Beziehung zun�chst auf die Form

Ue

u�
�

	



ln
u� �

�
�

�




	



�
lim
���

�
F � �

	



ln 	

�

�C� �����

bringen� Der Term in der eckigen Klammer wird als Nachlaufparameter �D de�niert�

�D �



�
lim
���

�
F � �

	



ln 	

�
� �����

�D ist� so wie der zur Coles� schen Nachlau�unktion geh�rige Parameter �� ebenfalls ei

ne den �u	eren Grenzschichtteil stark beein�ussende Gr�	e� �D ist bei Anwendung eines
Turbulenzmodells von diesem abh�ngig� Der Zusammenhang zu dem Parameter nach Coles�
�� l�	t sich ohne weiteres aufzeigen� Auch gilt� da	� wenn man zur Ermittlung von �D ein
vern�nftiges Turbulenzmodell voraussetzt� die Rechnungen zu �hnlichen Werten f�hren� wie
sie f�r � als experimentell bestimmte vorliegen� Da �D auf Grund der De�nition Glg� ����
berechnet wird� � jedoch von Experimenten abgeleitet� wird hier zwischen den Parametern
unterschieden� wozu der Index D dient�

Der Ausdruck �
� ln

u� �
� von Glg� ���� kann im Falle der inkompressiblen Plattengrenzschicht�

auf nachfolgend gezeigte Weise zerlegt beziehungsweise erweitert werden� Mit Ue � konst�
� U folgt!

	



ln
u��

�
�

	




�
ln

u��
U�

x� ln
U

u�

�

x

�
�

	



ln

��u�
U

��
Rex

�
�

	



ln

U

u�

�

x
� �����

ln U
u�

�
x kann durch die Glgn� ���� und ���� zun�chst auf die Form ln �

Fe � � ln�Fe� gebracht
werden� wodurch die Glg� ���� leicht modi�ziert wird� Wird diese modi�zierte Form in
Glg� ���� eingesetzt� erh�lt man unter Beachtung von ���� mit Verwendung der Abk�rzung

��
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Glg� ����
�

U
u�

� �
�

�
	

�
�

	



ln
�
��Rex

�
� C� �

	



���D � lnFe�

�es gilt � �
u�
U

�

r
cf
�

�

�����

Dieses ist nun das sogenannte Widerstandsgesetz f�r die l�ngsangestr�mte ebene Platte�
Um eine Darstellung zu erhalten� wo u�

U explizit aufscheint� kann man vorgehen� wie nach

folgend kurz aufgezeigt wird� Zun�chst kann man sich aus Glg� ���� unter Verwendung der
Abk�rzung

�C �
	



���D � lnFe� �����

die Beziehung




�
� � ln




�
� � ln
� 
�C� � �C� � lnRex �� � u��U� �����

herleiten� Mit den De�nitionen

� � lnRex �����

und

G �
�



lnRex �����

folgt mit

D � � ln
� 
�C� � �C� �����

aus Glg� ����

�

G
� � ln

�

G
�D � �� �����

Hat man durch die Glg� ���� Werte von G � G���D� ermittelt� so steht durch die Glg� ����
eine explizite Formel zur Berechnung von u�

U �und damit des cf 
 Wertes zur Verf�gung�
da nach ���� mit � � u�

U

u�
U

�



lnRex
G���D�

�
� �

u�
U

�

r
cf
�

�
�����

gilt�

Die Grenzschichtdicke � kann man nun durch Einsetzen von Glg� ���� in ���� ermitteln�
Es folgt

� �M
x

lnRex
G���D� �M

Rex
lnRex

�

U
G���D� �����

��
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mit

M �



Fe
� �����

Zur Ermittlung konkreter Werte ist die Kenntnis der Parameter Fe und �D �zur Ermitt

lung der Funktion G vonn�ten� Nach ���� gilt zufolge Messungen f�r die inkompressible
turbulente Plattengrenzschicht!

Fe � ����� �D � 
��� �����

Es mu	 angemerkt werden� da	 diese Werte stark di�erieren k�nnen� und auch bei Berech

nungen der Parameter je nach verwendetem Turbulenzmodell starke Abweichungen m�glich
sind� Mit den Werten nach Beziehung ���� folgt mit 
 � ����!

M � 
�		 �Glg� ����� �C � �
���
 �Glg� ����� �����

Zur Ermittlung von D mit Glg� ���� mu	 die Konstante C� bekannt sein� Diese ist von der
Rauhigkeit der Platte abh�ngig� F�r die glatte Platte gilt! C� � ��
� Mit diesemWert ergibt
sich D zu D � 
�
��� Die damit berechenbare Funktion G���D� ist in Abb� ��� dargestellt�
Bis auf den Faktor M wird in ���� f�r die Grenzschichtdicke die gleiche Formel wie ����
angegeben� Der dort verwendete Wert f�r M betr�gt

M � 
�	�� �����

Bez�glich dieser Diskrepanz von M folgende Erl�uterungen! Erstens sind zur Herleitung
von der der Glg� ���� zugrundeliegenden Glg� ���� bereits etliche N�herungen vonn�ten�
Zweitens ist die experimentelle Bestimmung der Grenzschichtdicke als eine Gr�	e� f�r die
u � Ue� gilt sehr schwierig� Wegen des geringen Geschwindigkeitsgradienten d	u

dy am Grenz


schichtrand f�hren bereits kleine Abweichungen von gemessenem u zu gro	en %nderungen
von �� Erschwerend dabei ist� da	 in diesem Bereich der Grenzschicht die Str�mung noch
nicht zur G�nze drehungsfrei ist� siehe Abb� ���� Nach ��� wird � experimentell z� Bsp� so
festgelegt� da	 dort je nach Reynoldszahl u�Ue � ���� bis ����� gilt� Von diesem so ex

perimentell bestimmten Wert f�r � weicht ein nach Glg� ���� errechneter um h�chstens 	
�& ab� wenn M � ���� verwendet wird� F�r eine m�glichst exakte Bestimmung des Wider

standsbeiwertes �siehe Glgn� ���� und ���� sind die Angaben nach Glg� ���� heranzuziehen�

Bei bekannter Funktion u�
Ue

�nach ���� kann mit Glg� ���� auch die Verdr�ngungsdicke
�V leicht ermittelt werden� Es ergibt sich

�V � x

	



lnRex
G���D�


�
� �����

Da der Widerstandsbeiwert cw von praktischem Interesse ist �besonders auch von rauhen
W�nden und in engem Zusammenhang mit dem Reibungsbeiwert steht� soll auf die Er

mittlung von cw nachfolgend kurz eingegangen werden�

Eine einfache M�glichkeit cw bei bekannter Funktion cf zu ermitteln besteht darin� die

��



�� Grenzschichtbeschreibende Gr�	en

Integration nach Glg� ��� n�herungsweise rein numerisch durchzuf�hren� Danach gilt cw �
�
x

Pn
i��

�
��cf �xi� � cf �xi ��xi���xi � wobei

Pn
i���xi � l ist�

Eine zweite Vorgangsweise ist� sich f�r die Berechnung des Widerstandsbeiwertes ausge

hend von Glg� ���� eine Beziehung herzuleiten� wozu aber� um die Herleitung praktisch
zu erm�glichen� N�herungen n�tig werden� Diese M�glichkeit zur Berechnung ist teilweise
analog jener zur Ermittlung des Reibungsbeiwertes� und auch das Resultat ist �hnlich Glg�
����� Verwendet wird dazu eine N�herungsbeziehung zwischen cf und cw� F�r die Herleitung

dieser mu	 der Term x
dcf
dx abgesch�tzt werden� wozu Glg� ���� herangezogen werden kann�

Durch Di�erentiation von ���� erh�lt man mit u�
U � �

x�� � �	




��

	 � ��
�

� �	



�� � �����

Die N�herung in obiger Gleichung ist zul�ssig� da zufolge des kleinen Reibungsbeiwertes

auch � �� 	 gilt� Mit �� �
d
p

cf	�

dx � �
�

q
�
cf

dcf
dx folgt aus Glg� ����

x
dcf
dx

� �cf �



r
cf
�
� �����

Den Zusammenhang zwischen cf und cw ermittelt man ausgehend von Glg� ���� Wird sie
nach x di�erenziert erh�lt man

d

dx
�cwl� � cf �����

und weiter

cw � cf � l
dcw
dx

� �����

dcw
dx durch cf n�herungsweise zu ermitteln ist m�glich durch Di�erentiation der Beziehung

cw � cf � �
l

R l
� xc

�

fdx� wobei f�r xc
�

f der N�herungswert nach Glg� ����� also �cf ��
q

cf
� zu

verwenden ist� Die Beziehung cw � cf � �
l

R l
� xc

�

fdx kann durch Integration der Gleichung

�xcf �
� � cf � xc�f hergeleitet werden� dcw

dx ergibt sich zu dcw
dx �

dcf
dx � �

xO�c
�
f �� Damit folgt

mit Glg� ���� cw zu

cw � cf � x
dcf
dx

�O�c�f � � �����

Mit den Glgn� ���� und ���� gilt

cw � cf

�
	 �

�




r
cf
�

�
� �����

Invertierung� Verdoppelung und Wurzelziehen angewandt auf Glg� ���� liefert

r
�

cw
�
s

�

cf

vuut 	

	 � �
�

q
cf
�

�����
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Wird darin der Term
r

�

�� �

�

q
cf
�

mit Hilfe einer Taylorreihe berechnet� so folgt aus ����

r
�

cw
�

s
�

cf
� 	



�O

�r
cf
�

�
� �����

Die durch Glg� ���� ausgedr�ckte Beziehung ist auch die Begr�ndung f�r Glg� ���� Wird

nun erstens in Glg� ���� anstelle des linken Teiles
�
�
� �

q
�
cf

�
der durch sich aus Glg� ����

ergebende Ausdruck f�r
q

�
cf
� also

q
�
cw

� �
� gesetzt� und zweitens ln��Rex durch ln cw

� Rel

approximiert erh�lt man den Zusammenhangr
�

cw
�

	



ln
�cw
�
Rel

�
� C� �

	



���D � lnFe�� 	



� �����

Mit den Werten nach Glg� ���� und 
 � ���� folgtr
�

cw
�

	



ln
�cw
�
Rel

�
� C� � ��
 �����

Die Umformung dieser Beziehung auf eine Formel mit der cw 
 Werte explizit ermittelt
werden k�nnen� ist gleich jener� wie sie auch bei den cf 
 Werten vorgestellt wurde� Diese
f�hrt auf

cw � �

	



lnRel
G���D�


�
� �����

wobei � und D wie folgt zu bestimmen sind!

� � lnRel � D � � ln
� 
�C� � ��
� �����

D erh�lt man mit den Werten nach Glg� ����� 
 � ���� und C� � ��� zu D � 
���� � F�r
die damit resultierende Funktion G���D� vergleiche Abb� ����

cw 
 Werte von rauhen W�nden k�nnen mit den Glgn� ���� und ���� einfach durch die
Anpassung der Konstanten C� berechnet werden� Dazu wird in ���� die Beziehung

C��k�tech� � ��
 � 	



ln

�
	 �

k�tech
���

�
�����

mit

k�tech � ktech
u�
�

�����

angegeben� ktech ist die Rauhigkeitsh�he einer technischen Rauheit�

��
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Abbildung ���! Die Funktion G���D� zur Berechnung von Reibungs
 und Widerstandsbei

werten

����� Kennzahlen

Zur Charakterisierung von Grenzschichten werden oftmalig Verh�ltniszahlen zwischen �� �V
und �I herangezogen� �blicherweise werden sie als Kennzahlen bezeichnet� Da sie h�u�g
anzutre�en sind� soll auf sie kurz eingegangen werden�

Zufolge des Defektansatzes werden �V
� � �I

� und �I
�V

� H�� von
q

cf
� abh�ngig� Wird zur

Ermittlung dieser drei Kennzahlen von der L�sungsfunktion F ��x� 	� ausgegangen� so gilt
mit dem Parameter G �nicht zu verwechseln mit der Funktion G���D� siehe ����!

�V
�

� �Fe� �����

�I
�

� �I�	�G� �����

und

H�� �
�I
�V

� 	� �G � �����

G wird Formparameter genannt� Er kann analog wie Fe �ber das Turbulenzmodell be

rechnet oder auch �ber Versuche bestimmt werden� Ein experimenteller Wert ist G � ����
�I
�V

zu ermitteln ist auch folgenderma	en m�glich! man kann die Impulsverlustdicke mit
Glgn� ���� und ����� weiters die Verdr�ngungsdicke mit Glg� ���� berechnen� woraus dann
�I
�V

folgt� Wird so vorgegangen� ist das Ergebnis �blicherweise gegen�ber Glg� ���� gering

��



�� Grenzschichtbeschreibende Gr�	en

abweichend� Bedingt ist dies durch die zahlreichen N�herungen des Defektansatzes� bezie

hungsweise dadurch� da	 eine experimentelle Bestimmung von Fe� �D und G stets mit
versuchstechnischen Ungenauigkeiten verbunden ist�

Wird zur Ermittlung von �� �V und �I das ��� 
 Potenzgesetz herangezogen� so gilt� siehe
����� f�r die Kennzahlen folgendes!

�V
�

� 
�	��� �����

�I
�

� 
�
��� �����

und

H�� �
	

	����
�����

Weitere Werte zufolge verfeinerter Theorien sind� siehe ebenfalls ����

�V
�

� 
�	���
�I
�

� 
�	
	 bzw� H�� �
	

	����
�����

����	 Vergleiche

Zun�chst soll neben den Glgn� ���� und ���� eine weitere Formel zur Ermittlung der Grenz

schichtdicke aufgezeigt werden� In ���� wird die f�r die glatte Platte g�ltige Beziehung

��x� � 
�	�x

�
Ux

�

�
��	

�����

angegeben� Ihre Herleitung beruht auf verfeinerten Theorien�

Zur Darstellung der aus den Glgn� ����� ����� ����� ���� und ���� resultierenden Bezie

hungen in Diagrammen werden Grenzschicht
 beziehungsweise Verdr�ngungsdicken auf den
Faktor �

U bezogen� Dies deswegen� da �
�	U und �V

�	U allein nur von der Plattenreynoldszahl
abh�ngig sind� Dadurch ergibt sich die Grenzschichtdicken betre�end
nach Glg� ����

�

��U
�

U

�

�

���x

�
Ux

�

�
��	�

�
� 
���Rex �Rex�

��	� � �����

nach ����

�

��U
�M

Rex
lnRex

G���D� � �����

��
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und nach ����

�

��U
� 
�	�Rex �Rex�

��	 � ������

Werden die Verdr�ngungsdicken auf ��U bezogen� gilt
nach Glg� ����

�V
��U

� 
�
���Rex �Rex�
��	� � ������

beziehungsweise nach ����!

�V
��U

� Rex

	



lnRex
G���D�


�
� ������

Die Glgn� ���� bis ����� werden zur Erstellung der Diagramme in Abbn� ��� und ��� verwen

det� Wie bekannt� setzt an der Plattenvorderkante nur Laminarstr�mung ein� der Umschlag
auf turbulente Str�mung erfolgt erst weiter stromabw�rts� Um diesem Umstand Rechnung
zu tragen� wird die Plattenreynoldszahl ReP verwendet� Mit xP als Abstand von der Plat

tenvorderkante gilt

ReP �
UxP
�

������

Als maximale Plattenreynoldszahl RePmax wird f�r Abb� ��� RePmax � ��� � 	
�� f�r
Abb� ��� RePmax � 	

 gew�hlt� In den Diagrammen wurde der Umschlag von laminar auf
turbulent bei ReP � 	
� angenommen� siehe Abb� ���� Aus diesem Grund ist der hypotheti

sche Beginn der Beziehungen f�r �

�	U beziehungsweise �V
�	U bei ReP � 
���� 	
� festgesetzt

worden� Bei den zur Diagrammerstellung erforderlichen Berechnungen mit Glgn� ���� bis
����� wurde deshalb f�r Rex der sich durch Rex � ReP � 
��� � 	
� ergebende Wert ver

wendet�

Die Berechnungsformeln f�r Grenzschicht
 und Verdr�ngungsdicke bei laminarer Platten

str�mung wurden ���� entnommen� Werden die ��& 
 Schichtdicke ��� beziehungsweise die
Verdr�ngungsdicke �V lam auf ��U bezogen� so gilt

���
��U

� �
p
ReP � ������

beziehungsweise

�V lam

��U
� 	���	

p
ReP � ������

��
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Abbildung ���! Grenzschicht
 und Verdr�ngungsdicken zufolge theoretischer Beziehungen
bei m�	igen Reynoldszahlen

��
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Abbildung ���! Grenzschicht
 und Verdr�ngungsdicken zufolge theoretischer Beziehungen
bei hohen Reynoldszahlen

Wie man durch die Abbn� ��� und ��� erkennen kann� wachsen die Grenzschichtdicken bei
turbulenter Str�mung wesentlich rascher gegen�ber jenen bei laminarer Plattenstr�mung�
Hingegen sind die Unterschiede der Verdr�ngungsdicken sind zwischen laminarem und tur

bulentem Fall sind nicht so stark ausgepr�gt�

��



Kapitel �

Turbulenzmodelle

	�� Grunds�tzliches

Durch den komplexen Bewegungsablauf innerhalb turbulenter Gebiete sind die Geschwin

digkeiten der einzelnen Fluidteilchen nicht berechenbar� Der Rechenaufwand daf�r ist zu
gro	� Zur Berechnung von turbulenten Str�mungen ist man auf Turbulenzmodelle ange

wiesen� Diese tre�en Aussagen �ber die zeitlich gemittelten Geschwindigkeitsschwankungen
u�u� usw�� in der Regel werden sie mit den zeitlich gemittelten Geschwindigkeiten in Zusam

menhang gebracht�

Von Boussinesq wurde vorgeschlagen den Ansatz

� �xy � �T

�
�u

�y

�
gilt f�r

�v

�x
� 
 ����

zu verwenden� Stellt man Glg� ��� dem Newtonschen Reibungsansatz �xy � �
�
�u
�y

�
gegen


�ber� so erkennt man� das �T das Pendant zu � ist� �T wird daher turbulente Z�higkeit
genannt� Bestimmend f�r �T ist �siehe Glgn� ���� und ��� der Impulsaustausch zufolge
der turbulenten Schwankungsbewegungen� Der Ansatz Glg� ��� wird Wirbelviskosit�tsan

satz von Boussinesq genannt� Er ist ein linearer Ansatz� er liegt allen hier in weiterer Folge
vorgestellten Turbulenzmodellen zugrunde� Neben ihm werden auch weitere Ans�tze f�r die
scheinbaren Spannungen angegeben� F�r �v

�x 
� 
 gilt analog zu der Gleichung ����

� �xy � �T

�
�u

�y
�
�v

�x

�
� ����

N�tzlich wird die Beziehung Glg� ��� beziehungsweise ��� erst� wenn es gelingt� f�r �T wei

tergehende Aussagen zu tre�en� Dazu sind Modellannahmen erforderlich�

Zur Formulierung der Modellannahmen sind zus�tzliche Gleichungen� sogenannte Modell

gleichungen notwendig� Mit diesen ist es m�glich� das Gleichungssystem bestehend aus den
Glgn� ���� und ���� plus Massenbilanz zu l�sen� Die Modellgleichungen sind in vielen F�llen
partielle Di�erentialgleichungen� Diese m�ssen bei der Str�mungsberechnung zus�tzlich zu
der Massenbilanz und den Glgn� ���� und ���� gel�st werden� Wird im Turbulenzmodell nur
eine partielle Di�erentialgleichung verwendet� spricht man von einem Eingleichungsmodell�

��
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bei Verwendung zweier partieller Di�erentialgleichungen von einem Zweigleichungsmodell
usw� Wird nur eine gew�hnliche Di�erentialgleichung zur Formulierung des Turbulenzmo

dells herangezogen� wird dieses als Einhalbgleichungsmodell bezeichnet� Algebraische Tur

bulenzmodelle werden ohne Di�erentialgleichungen aufgestellt� sie werden auch Nullglei

chungsmodelle genannt�

	�� Algebraische Turbulenzmodelle

	���� Einleitende Bemerkungen

Das einfachste dieser Modelle geht auf Prandtl zur�ck und wird deshalb auch Prandtl�sches
Mischungswegl�ngenmodell genannt� Wegen seiner Einfachheit ist es nur mit eingeschr�nkter
Genauigkeit m�glich� die komplexen Verh�ltnisse bei turbulenten Str�mungen wiederzuge

ben� Es wurden daher etliche Verbesserungen vorgeschlagen� welche auch angewandt werden�
Einige dieser %nderungen f�hrten zum Baldwin 
 Lomax 
 Modell� Letzteres ist ein g�ngiges
Modell� welches sich gut zur Berechnung von im Turbomaschinenbau anzutre�enden Str�

mungen eignet� Es werden nun vor der Beschreibung des Baldwin 
 Lomax 
 Modelles das
Prandtl�sche Mischungswegl�ngenmodell und dessen wichtigste Weiterentwicklungen in den
Grundz�gen diskutiert� F�r eine ausf�hrliche Darstellung dieser Zusammenh�nge siehe z�
Bsp� �����

	���� Das Prandtl
sche Mischungswegl�ngenmodell

Prandtl geht bei seinen �berlegungen von einem stark vereinfachten Bild von der Schwan

kungsbewegung aus� Danach sollen die einzelnen Fluidballen im Mittel um die Mischungs

wegl�nge lmix quer zur Hauptstr�mungsrichtung ausgelenkt werden� siehe Abb� ���� jedoch
ihren Impuls beibehalten�

mixl

lmix

y

u

u > 0

u < 0

v < 0

v > 0

u (y)

  

  

Abbildung ���! zur Erkl�rung der Mischungswegl�nge

Der ausgelenkte Fluidballen hat daher an seinem neuen Ort eine andere Geschwindigkeit
als die Fluidballen gleicher Lage� die keine Auslenkung erfahren haben� F�r die Geschwin

digkeitsdi�erenz gilt

�u � u�y � lmix�� u�y� ����

��
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und nach Entwicklung in eine Taylorreihe und Abbruch nach dem linearen Glied!

�u � lmix
�u

�y
����

Bei der Modellbildung wird nun �u f�r die Schwankungsgeschwindigkeit u� verwendet�
Weiters wird f�r u� und v� die gleiche Gr�	enordnung angenommen� Es folgt also!

�u�v� �
�
lmix

�u

�y

��
����

Da der Ausdruck ��u�v�� die scheinbare Spannung darstellt� siehe Glgn� ����� gilt

�T � l�mix

�
�u

�y

��

� ����

Um zu ber�cksichtigen� da	� wenn �u��y das Vorzeichen wechselt� auch jenes von �T wech

selt� wird

�T � l�mix

�����u�y
���� �u�y ����

gesetzt� ��� ist das Prandtl�sche Mischungswegl�ngenmodell�

Die bei den Turbulenzmodellen verwendeten Grundgleichungen sind �blicherweise mit Hilfe
der turbulenten Z�higkeit �T formuliert� Durch Vergleich von Glg� ��� mit dem Boussinesq

 Ansatz ��� erh�lt man f�r die turbulente Z�higkeit die Beziehung

�T � l�mix

�u

�y
� ����

Solange lmix nicht bekannt ist� bringt ��� gegen�ber dem Boussinesq 
 Ansatz �T � �T

�
�u
�y

�
keine Weiterentwicklung� Jedoch kann man oft mit Hilfe experimenteller Daten die L�nge
lmix in eine einfache Beziehung bringen zu charakteristischen L�ngen der betre�enden Str�

mung� Speziell f�r ebene W�nde kann man� wieder nach einem Vorschlag von Prandtl� die
Modellannahme machen� da	 lmix proportional dem Wandabstand sei� Erst durch diesen
Modellvorschlag steht mit Glg� ��� eine Formel zur Ermittlung von �T zur Verf�gung� Der
Proportionalit�tsfaktor zwischen dem Normalabstand zur Wand und lmix ist� wie unten
begr�ndet� durch die K"rm"n 
 Konstante gegeben� soda	

lmix � 
y ����

gilt�

Mit Glg� ��� folgt!

�T


� 
�y�
�
�u

�y

��

�����

��
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Wird die auch den dimensionsanalytischen Betrachtungen� siehe Seite ��� zugrundeliegende
Annahme getro�en� da	 die Schubspannung konstant und gleich der Wandschubspannung
�W sei� so folgt mit der De�nition der Schubspannungsgeschwindigkeit �u� �

p
�W�

u� � 
y
du

dy
� �����

Dies ist die gleiche Beziehung wie Glg� ����� die wir schon in Kapitel � aus der Dimensions

analyse f�r den inneren Teil des turbulenten Grenzschichtbereiches gewonnen haben� Damit
Glgn� ���� und ���� den gleichen Sachverhalt beschreiben� mu	 die Konstante 
 in beiden
F�llen von gleicher Gr�	e sein� Damit ist die Festsetzung des Proportionalit�tsfaktors mit

 in Glg� ��� begr�ndet�

Auch andere Modellans�tze �Wirbeltransporttheorie von Taylor� von K"rm"n�sche %hn

lichkeitshypothese gelangen zu dem gleichen Ergebnis wie die Prandtl�sche Mischungsweg

formel�

	���� Die D�mpfungsfunktion nach Van Driest

Durch sie wird die wandn�chste Schicht realit�tsgetreuer modelliert� siehe dazu ����� Um
eine gute Anpassung an experimentelle Daten zu erreichen und einigen theoretischen �ber

legungen folgend schlug Van Driest zur Berechnung von lmix folgende Formel vor!

lmix � 
y

�
	� e

�
y�

A
�
�

�
�����

Der D�mpfungsterm 	 � e
�

y�

A
�
� wird in Abh�ngigkeit von y� in Abb� ��� dargestellt� Die

experimentelle Konstante hat den Wert

A�
� � �� � �����

Wie man aus der Abbildung ersieht� kommt der D�mpfungsterm nur f�r y� $ ��� zum
tragen� F�r gr�	ere Werte gilt praktisch lmix � 
y�

��
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Abbildung ���! D�mpfungsfunktion nach Van Driest

	���� Die Modellannahmen nach Clauser und Escudier

Ihre Modellvorschl�ge dienen dazu� um f�r die �u	ere Schicht besser an die physikalischen
Gegebenheiten angepa	te Resultate zu erreichen� Clauser lehnt sich bei seinen �berlegungen
an eine von Prandtl angegebene Beziehung an� welche eigentlich nur f�r freie Turbulenz
G�ltigkeit hat� Angeregt wurde diese Modellannahme durch Versuchsmaterial von Reichardt
�ber freie turbulente Str�mungen� Prandtl�s Vorstellung ist nun� da	 die Fluidballen� die
quer zur Str�mungsrichtung wandern� von der Gr�	enordnung der Vermischungszone sind�
Die dadurch eruierte Formel zur Modellbeschreibung lautet� siehe �����

�T � 
�b�umax � umin� � �����

�T bezeichnet die turbulente kinematische Viskosit�t� es gilt �T � �T
� � 
� ist eine durch

Versuche zu bestimmende Konstante� F�r b� umax� umin siehe z� Bsp� Abb� ���� �T ist inner

halb des von der freien turbulenten Str�mung betro�enen Bereiches konstant� Im Gegensatz
dazu liefert die Anwendung von Glg� ��� eine Abh�ngigkeit der turbulenten Z�higkeit von
einer Ortskoordinate� die je nach Str�mungsverh�ltnissen zu spezi�zieren ist�

min

2b

x

y

u = umaxu       = 0

Abbildung ���! Freistrahl als Beispiel einer freien turbulenten Str�mung

��
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Glg� ���� fu	t lediglich auf Versuchsergebnissen und theoretischen �berlegungen bez�glich
freier Turbulenz� Clauser gibt nach dem Vorbild dieser Gleichung f�r Grenzschichten zur
Berechnung der �u	eren Schicht eine �hnlich aufgebaute Beziehung an!

�To � �Ue�V � �����

�To ist darin die Z�higkeit der �u	eren Schicht und � eine Modellkonstante �

Escudier erkannte� da	 bessere Ergebnisse erreicht werden k�nnen� wenn man die Mischungs

wegl�nge lmix begrenzt� Demnach soll deren gr�	ter Wert

�lmix�max � 
�
�� �����

nicht �berschreiten� Diese Beschr�nkung wird in FIDAP auch verwendet�

	���	 Die Modi�kationen von Corrsin � Kistler und Klebano

Danach ist zur genauen Ermittlung der Wirbelviskosit�t die Klebano��sche Intermittenz

funktion� Glg� ���� zu ber�cksichtigen� Ihre Formulierung kann je nach Anwendungsfall ent

sprechend abge�ndert werden� siehe ��� beziehungsweise Glg� ����� Durch Multiplikation
dieser Funktion mit Glg� ���� wird eine bessere �bereinstimmung von Rechenergebnissen
mit Versuchsergebnissen erreicht� �����

	���� Das Cebeci � Smith Modell

Bei diesem Modell wird die turbulente Z�higkeit f�r die innere Schicht �T i getrennt von
jener f�r die �u	ere �To ermittelt �Zweischichtenmodell�

�T i wird in Anlehnung an die Prandtl�sche Mischungswegformel durch

�T i � lmix
�

��
�u

�y

��

�

�
�v

�x

��
 �

�

�����

ermittelt� Dabei wird lmix mit Hilfe der Van Driest D�mpfungsfunktion eruiert� wobei an

stelle von A�

� die Modellkonstante A� verwendet wird� A� geht aus A�
� mittels einer Kor


rekturfunktion hervor �n�heres siehe �����

F�r die �u	ere Schicht gilt mit Formel ���� und mit den Ausf�hrungen des vorigen Punktes

�To � �Ue�velFKleb�y� �� �����

wobei � eine Modellkonstante mit

� � 
�
	�� �����

ist� �vel ist die sogenannte #velocity thickness�� vergleiche ����� Es gilt

im inkompressiblen Fall! �vel � �V � �����

��
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Zur Ermittlung der Wirbelviskosit�t �T insgesamt ist folgende Regel anzuwenden!

�T �

�
�T i f�r y � ym

�To f�r y � ym �

mit ym als kleinstem Wert� f�r den gilt! �T i � �To

�����

Zum Sinn dieser Modellvorschrift folgendes! Bei y � 
 gilt �T i � 
 � w�hrend �To endlich
gro	 bleibt� wie aus den Glgn� ���� und ���� gefolgert werden kann� Umgekehrt nimmt �T i
mit von null beginnendem wachsendem Wandabstand rasch zu� �Tobleibt nahezu konstant�
siehe dazu die entsprechenden Resultate des Baldwin 
 Lomax 
 Modells �z� Bsp� Seite ���
Jener Wandabstand� wo erstmalig �T i � �To wird� wird als ym bezeichnet� In der Au

	enschicht nimmt �T i zuolge der kleinen Geschwindigkeitsgradienten� Glg� ����� wiederum
sehr kleine Werte an� die unter jene von �To sinken k�nnen� Damit sind neben ym weitere
Wandabst�nde m�glich� f�r die �T i � �To gilt� Die untere Zeile rechts der geschwungenen
Klammer in Glg� ���� stellt sicher� da	 in der �u	eren Schicht f�r die turbulente Z�hig

keit �T immer der dazugeh�rige Wert �To herangezogen wird� unabh�ngig davon� wie gro	
�T i ist�

Zur Anwendung dieses Modells mu	 die Grenzschichtdicke beziehungsweise Verdr�ngungs

dicke bekannt sein�

	���� Das Baldwin � Lomax Modell

Dieses Modell ist dem Cebeci 
 Smith Modell �hnlich� es ist ebenfalls ein Zweischichten

modell� Baldwin und Lomax verwenden jedoch anstelle von Grenzschichtabmessungen die
Wirbelst�rke � zur Ermittlung der Wirbelviskosit�ten� siehe ���� Damit ist der Nachteil� da	
man bereits vor Anwendung der Berechnung �ber die Grenzschicht einigerma	en Bescheid
wissen mu	� nicht mehr gegeben�

F�r � gilt im allgemeinen dreidimensionalen Fall!

� �

��
�v

�x
� �u

�y

��

�

�
�w

�y
� �v

�z

��

�

�
�u

�z
� �w

�x

�� �

�

�����

Gleichung ���� vereinfacht sich bei ebenen Problemen zu

� �
�v

�x
� �u

�y
� �����

�T i wird jetzt mit

�T i � l�mixj�j �����

ermittelt� wobei lmix mit der von Van Driest angegebenen Beziehung� Glg� ����� berechnet
wird�

��
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F�r die Berechnung der Wirbelviskosit�t der �u	eren Schicht geben Baldwin 
 Lomax eine
Beziehung an� die sich an Formel ���� anlehnt� jedoch �vel nicht ben�tigt� Sie formulieren!

�To � �CcpFwakeFKleb�y� ymax�CKleb� �����

wobei Ccp und CKleb Modellkonstanten sind �f�r ihre Werte siehe Glg� ���� � Die Funktion
Fwake bestimmt im wesentlichen die Gr�	e von �To in Str�mungsrichtung� das ist im Falle
der Platte in Richtung der x 
 Koordinate� Sie wird mit folgender Formel ermittelt!

Fwake � min�ymaxFmax�CwkymaxU
�
dif�Fmax� �����

ymax ist dabei jener Wert von y� bei dem lmixj�j das Maximum erreicht� F�r Fmax gilt

Fmax � max

�
yj�j

�
	� e

�
y�

A
�
�

�
�

	



max�lmixj�j� � �����

Cwk ist eine Modellkonstante �Glg� ����� Udif ist durch

Udif �
�p

u� � v� � w�
�
max

�
�p

u� � v� � w�
�
min

�����

zu berechnen� Bei Grenzschichten gilt Udif � Ue�

Weswegen nun in ���� zwei Terme �ymaxFmax � CwkymaxU
�
dif�Fmax herangezogen wer


den� um Fwake zu bestimmen� ist darin begr�ndet� da	 das Baldwin 
 Lomax Modell ein als
universell einsetzbares gedacht ist� also f�r Grenzschichten und freie turbulente Str�mungen
G�ltigkeit haben soll� Wie die Anwendungsbeispiele zeigen� kommt der erste Term bei der
Modellierung von Grenzschichten zum Tragen� Das Produkt ymaxFmax ersetzt den Ausdruck
�V Ue nach der Clauser�schen Formel ������ Der zweite Term� also CwkymaxU

�
dif�Fmax� wird

ben�tigt� um den Verh�ltnissen bei freien turbulenten Str�mungen gerecht zu werden� Er
dient dazu� um in Glg� ���� den Ausdruck b�umax � umin� zu ersetzen�

Das Baldwin 
 Lomax Modell wurde aus dem Wunsch heraus erstellt� Berechnungen durch

f�hren zu k�nnen� ohne Abmessungen der Grenzschicht zu kennen� Seine Rechtfertigung
liegt auch darin� da	 mit ihm etliche verschiedene Str�mungsformen durchgerechnet und
dabei gute Ergebnisse erzielt wurden� Eine theoretische Begr�ndung� warum f�r Fwake der
kleinere der beiden Terme herangezogen wird� konnte in der Literatur nicht gefunden wer

den� Auch der Ersatz von �V Ue bzw� b�umax � umin� durch Glg� ���� wird theoretisch nicht
gerechtfertigt� Im Falle der ebenen Platte kann man die Verwendung von ymaxFmax anstelle
von �V Ue doch begr�nden� siehe das Kapitel �Berechnungsergebnisse� �Kap� �� Seite ���
Weiters erkennt man durch die Berechnungen auch� da	 bei dem in dieser Arbeit behandel

tem Problem durch Verwendung des kleineren Terms in Glg� ���� tats�chlich die Str�mung
�ber der Platte �und keine frei turbulente Str�mung berechnet wird�

Da die Implementierung des Baldwin 
 Lomax Modells in das Str�mungssimulationspro

gramm FIDAP das Kernst�ck der Aufgabenstellung ist� werden die Formeln und Konstanten
nachfolgend zusammengefa	t� Es sind dies

���	 �T �

�
�T i f�r y � ym

�To f�r y � ym

mit ym als dem kleinsten Wert� f�r den �T i � �To gilt �

��
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���� �T i � l�mixj�j �

��	� lmix � 
y

�
	� e

�
y�

A
�
�

�
�

���� �To � �CcpFwakeFKleb�y� ymax�CKleb� �

���� Fwake � min�ymaxFmax�CwkymaxU
�
dif�Fmax�

mit ymax als jenem Wert� wo lmixj�j das Maximum hat �

���� Fmax � max

	
yj�j

�
	� e�

y�

A�

�

� �

� max�lmixj�j�

und weiters

FKleb �y� ymax�CKleb� �

�
	 �

�
y

�ymax�CKleb�

��

��

� �����

Modellkonstanten sind!

� � 
�
	��� A�
� � ��� Ccp � 	��� CKleb � 
��� Cwk � 	 �����

Zu Cwk! In ���� und auch hier werden einige Modellkonstanten gegen�ber der urspr�nglichen
Angabe nach Baldwin 
 Lomax abge�ndert� um Konsistenz mit anderen Modellen herzustel

len� Cwk ist ebenfalls davon betro�en� Obwohl sich durch die %nderungen Cwk � 	 ergibt�
wird die Konstante in den Modellgleichungen beibehalten�

	�� Mehrgleichungsmodelle

Diese Modelle bauen auf der kinetische Energie k der turbulenten Schwankungsbewegung
auf� Die Schwankungsbewegungen werden bereits in den reynoldsgemittelten Gleichungen
in Form der Produkte der Geschwindigkeitsschwankungen �u�u�� u�v�� usw�  verwendet� und
ihre zentrale Rolle bei turbulenten Str�mungen ist daher o�ensichtlich� De�niert ist k fol

genderma	en!

k �
	

�
�u�� � v�� � w��� �����

Die Mehrgleichungsmodelle verwenden eine Bilanzgleichung f�r die kinetische Energie k der
turbulenten Schwankungsbewegung� die sogenannte k 
 Gleichung� Sie lautet� siehe ����

�
�k

�t
� �uj

�k

�xj
� �ij

�ui
�xj

� ���
�

�xj

	
�
�k

�xj
� 	

�
u�iu

�

iu
�

j � p�u�j



�����

In Glg� ���� ist ��k�t der instation�re� �uj �k
�xj

der konvektive Anteil der kinetischen Energie

der turbulenten Schwankungsbewegung� Der Ausdruck �ij
�ui
�xj

stellt die Produktionsrate von
k dar� � wird als die Dissipation bezeichnet� Bez�glich der Terme innerhalb der Klammer
gilt! � �k

�xj
und p�u�j geben �ber die Di�usion Auskunft� �

�u
�

iu
�

iu
�

j beschreibt den turbulenten

��
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Transport von k� F�r weitere Darstellungen der k 
 Gleichung siehe ���� oder �����

Der Zusammenhang von k zum Turbulenzgrad Tu l�	t sich mit Glg� ���� zu

k �
�

�
�UTu�� �����

herstellen�

�ber die Verteilung von k� aber auch von u��� v�� und w�� in inneren Grenzschichtberei

chen zufolge theoretischer �berlegungen vergleiche Abb� ���� F�r k� gilt dabei

k� �
k

u��
� �����

Abbildung ���! theoretische Verteilung charakteristischer Gr�	en in wandnahen Bereichen
�aus ����

Zur Dissipation! Zufolge ihrer Dimension m�

s�
�� J
kgs

ist sie auf Massen
 und Zeiteinheit bezoge

ne Energie� Sie wird daher in der Literatur auch als �spezi�sche Dissipationsrate bezeichnet�
Der Ausdruck Dissipationsrate wird hier aber vermieden� um Verwechslungen mit der sp�ter
noch besprochenen Gr�	e � zu vermeiden �siehe Unterkapitel ������

In den Transportgleichungen wird f�r � �blicherweise die durch

� � �

�
�u�i
�xj

�u�i
�xj

�
� ��u�i�ju

�

i�j� �����

de�nierte Gr�	e verwendet� Der Ausdruck nach Glg� ���� stellt nicht die tats�chliche ther

modynamische Dissipation dar� sondern nur eine Pseudodissipation� siehe ����� ����

��
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Str�mungsphysikalische Gegebenheiten erlauben f�r subsonische Str�mungen ohne Abl�

seerscheinungen in der k 
 Gleichung f�r ���

�u
�

iu
�

iu
�

j�p�u�j den Ausdruck �T
�k

�k
�xj

zu setzen�
�k ist eine Modellkonsante� Dadurch erh�lt man die sogenannte modellierte k 
 Gleichung!

�
�k

�t
� �uj

�k

�xj
� �ij

�ui
�xj

� ���
�

�xj

	
��� �T��k�

�k

�xj



� �����

Die kinetische Energie der turbulenten Schwankungsbewegung hat die Dimension
�
m
sec

��
� da


durch ist es m�glich
p
k als Ersatzgr�	e f�r �u in Glg� ��� heranzuziehen� Diese �berlegung

wird Prandtl zugeschrieben� Er wollte damit die relativ starre Bindung der auf dem Mi

schungswegl�ngenansatz beruhenden Turbulenzmodelle an die Str�mungsgeometrie lockern�
Wird k proportional zu �u gesetzt� kann mit den Glgn� ��� und ���

�T � konst��k�	�lT �����

angegeben werden� Bei der Formulierung von Glg� ���� wird von lmix auf lT �bergegangen�
da Glg� ���� auch mit � und � �siehe Unterkapitel ����� in Zusammenhang gebracht wird� lT
wird turbulentes L�ngenma	 genannt� es charakterisiert den turbulenten Str�mungsbereich�
lmixund lT sind nicht ident�

Wenn angenommen wird� da	 � und lT alleine �ber die kinetische Energie der turbulen

ten Schwankungsbewegung in Beziehung zu setzen sind� so gilt� damit diese Abh�ngigkeit
dimensionsrichtig ist�

� � k�	��lT � � ��� proportional � �����

Mit den Glgn� ���� und ���� l�	t sich f�r die kinematische Wirbelviskosit�t �T die Beziehung

�T � C�
k�

�
�f�r den Parameter C� gilt! C� � 
�
�� �����

herleiten� Aufgrund der Dimensionsrichtigkeit von Glg� ���� und ���� darf nicht auf ihre
Allgemeing�ltigkeit geschlossen werden� Ihre Herleitung ist mit �hnlichen Unsicherheiten
verbunden� wie jene des logarithmischen Wandgesetzes�

Massenbilanz� Impulsbilanz und die k 
 Gleichung stellen noch kein geschlossenes Glei

chungssystem dar� Um es zu schlie	en� kann erstens das turbulente L�ngenma	 lT �Einglei

chungsmodelle oder zweitens die Dissipation � �k � � 
 Modell modelliert werden� Eine
dritte M�glichkeit besteht in der Einf�hrung neuer Gr�	en�

	���� Das k � � � Modell

Bei diesem Modell wird� um das Gleichungssystem zu schlie	en� eine Transportgleichung f�r
� hergeleitet� Als Ergebnis folgt� siehe ����

�
��

�t
� �uj

��

�xj
� C��

�

k
�ij

�ui
�xj

�C��
��

k
�

�

�xj
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wobei C��� C�� und �� Modellkonstanten sind�
Die turbulente Z�higkeit wird durch die aus Glg� ���� folgenden Beziehung

�T � �C�
k�

�
�����

ermittelt�

Mit dem k� � 
 Modell k�nnen weder die laminare Unterschicht noch die �bergangsschicht
berechnet werden� Es k�nnen jedoch ein Teil des logarithmischen Bereiches und der Defekt

bereich modelliert werden� soda	 f�r y� folgende Bedingung eingehalten werden soll!

�
 � y� � �

 �����

Trotz dieser Einschr�nkungen ist das k � � 
 Modell als robustes Modell bekannt� mit dem
zuverl�ssige Ergebnisse erzielt werden k�nnen� Dies h�ngt auch damit zusammen� da	 wegen
���� allzu feine Wandelemente mit gro	em Seitenverh�ltniss� welche zu Instabilit�ten neigen�
vermieden werden� Um bei der Anwendung des k� � 
 Modells auf praxisnahe Str�mungen
gut mit Me	daten �bereinstimmende Ergebnisse zu erhalten� werden etliche Modi�kationen
vorgeschlagen� Auch in FIDAP sind solche verf�gbar�

	���� Das k � � � Modell

Zur Modellbildung wird hier die Gr�	e � verwendet� welche von Kolmogorov eingef�hrt
wurde� Er deutete � als die Dissipationsrate von Energie bez�glich Volums
 und Zeitein

heit� Der Ausdruck Dissipationsrate ist jedoch mi	verst�ndlich� da auch � gelegentlich als
solche bezeichnet wird� Deshalb soll hier� nach dem Vorbild verschiedener Literatur� siehe
z� Bsp� ���� � als turbulente Frequenz bezeichnet werden�

Kolomogorov hat dargelegt� da	 es sinnvoll ist�

� � k�	�

lT
�����

zu setzen� Zur Begr�ndung dieses Ansatzes folgendes! Physikalisch betrachtet erfolgt die
Dissipation durch die Zerreibung der kleinen Wirbel� F�r diesen Vorgang k�nnen die gro	en
Wirbel verantwortlich gemacht werden� F�r letztere sind lT und k charakteristische Gr�	en�

Aus Beziehung ���� und Glg� ���� erh�lt man� wenn lT eliminiert wird�

�T � 
k

�
� �����

Zufolge dieser Gleichung mu	� um dimensionskonform zu sein� � die Einheit �
s
haben�

F�r � stellte Kolmogorov durch dimensionsanalytische und physikalische �berlegungen fol

gende Gleichung auf!
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�� Turbulenzmodelle

Bei der Weiterentwicklung des Modells wurde Glg� ���� von verschiedenen Anwendern mo

di�ziert� F�r das k � � 
 Modell nach ���� werden neben Glg� ���� die Beziehungen
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����� stellt die k 
 Gleichung dar und
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�als Transportgleichung f�r � verwendet� Zus�tzlich gilt noch!

� � ���k und lT �
k�	�

�
� �����

�� �� ��� �� und �� sind Modellkonstanten� siehe ����� Die Glgn� ���� stehen in �bereinstim

mung mit den Beziehungen ����� ���� und �����
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Kapitel �

Programmtechnische Umsetzung des

Baldwin � Lomax � Modells


�� Allgemeines

Die Umsetzung des Baldwin 
 Lomax 
 Modells erfolgte durch das Programmpaket FI

DAP ���� Standardm�	ig stellt es einige Turbulenzmodelle zur Verf�gung� nicht jedoch da	
hier zu behandelnde� FIDAP erlaubt etliche Gr�	en� so auch die Viskosit�t� �ber Subrouti

nen festzulegen� Man kann dadurch weitere Turbulenzmodelle f�r Berechnungen heranzie

hen� Von dieser M�glichkeit wurde Gebrauch gemacht�


�� Erl�uterungen zu FIDAP

Allgemeines Ziel von Str�mungsberechnungen ist die Ermittlung eines Str�mungsfeldes� Da

zu wird bei den numerischen L�sungsverfahren das zu untersuchende Gebiet zun�chst dis

kretisiert� Bei den Finite 
 Element 
 und Finite 
 Volumen 
 Verfahren erfolgt dabei die
Aufteilung des Gesamtbereiches in kleine Teilbereiche� Die weitere Vorgangsweise besteht
bei den Finite 
 Element 
 Verfahren  und damit auch in FIDAP  darin� da	 innerhalb der
einzelnen kleinen Bereiche rein virtuell Str�mungsfelder angesetzt werden� In die dazu er

forderlichen Ansatzfunktionen werden zun�chst unbestimmte Koe�zienten aufgenommen�
Durch Anpassung der virtuellen Str�mungsfelder an die exakte L�sung des betrachteten
Str�mungsproblems k�nnen die Koe�zienten bestimmt werden� Dadurch hat man eine N�

herungsl�sung gewonnen� In der Folge soll dieses Verfahren n�her erl�utert werden�

Zun�chst wird das Str�mungsfeld in ein Geschwindigkeits
� Druck
� und Temperaturfeld
aufgespalten� Der Ansatz f�r eine Feldgr�	e wird aus den stetigen Ansatzfunktionen und
den zugeh�rigen Koe�zienten zusammengesetzt� Wird z� Bsp� der Druck betrachtet� so gilt
p�x� t� � ���x�P��t� ����x�P��t� � ��� � �T P �t�� x symbolisiert die allgemeine Lagekoor

dinate� sie wird durch die kartesischen Koordinaten x� y �z� festgelegt� � ist der Vektor der
stetigen Ansatzfunktionen� P jener der Koe�zienten� Die Koe�zenten werden in FIDAP
als zu diskreten Punkten� den Knotenpunkten zugeh�rig gesetzt� Durch die Ermittlung der
Koe�zienten liegen die L�sungen in den Knotenpunkten vor� Werden die Ansatzfunktio

nen f�r die Geschwindigkeiten mit �x� �y ��z� und f�r die Temperatur mit �� weiters die
zugeh�rigen Koe�zientenvektoren jeweils mit Ux� Uy �Uz� und T bezeichnet� so lauten die

��



�� Programmtechnische Umsetzung des Baldwin 
 Lomax 
 Modells

Ans�tze

ui�x� t� � �Ti Ui�t� mit i � x� y� �z�� ����

p�x� t� � �T P �t�� ����

und

t�x� t� � �T T �t� � ����

Bei Verwendung des k� � 
 Modells oder des k�� 
 Modells kommen noch zwei Transport

gleichungen �je eine f�r k und f�r � bzw� �  hinzu� Gleichung ��� kann umgangen werden
�Penaltyformulierung� siehe Seite ��� Glg� ��� f�llt bei isothermen Problemen weg�

Im folgenden soll davon ausgegangen werden� da	 die Grundgleichungen unter Verwendung
des Operators D in der Form

D�ui� � p� t� � 
 ����

angegeben sind� Die exakte L�sung mu	 Glg� ��� erf�llen� Werden die Ans�tze Glgn� ��� bis
��� in die Glg� ��� eingesetzt� erh�lt man im allgemeinen von null verschiedene Werte� Sie
werden Restwerte genannt� Die Restwerte h�ngen auch von den Koe�zientenvektoren und
somit von den einzelnen Koe�zienten ab� Zufolge der Galerkin�schen Methode kann man�
um eine mehr oder weniger gute Ann�herung der Ans�tze an die exakte L�sung zu erreichen�
die Koe�zienten folgenderma	en bestimmen! Man bildet zun�chst das innere Produkt von
Restwert und Ansatzfunktion �ber den ganzen Bereich V �Volumen und setzt dieses null!Z

V
�Ri �i�dV � 
� ����

Durch Ausf�hrung dieser Integrationen �siehe Glg� ��� erreicht man ein von den Koe�zi

enten abh�ngiges algebraisches Gleichungssystem� Ohne Ber�cksichtigung zeitlicher Abh�n

gigkeiten kann man daf�r

KeU e � F e ����

schreiben� wobei der hochgestellte Index e den Bezug zum einzelnen Teilelement andeuten
soll� F e ist der Lastvektor� U e� der Koe�zientenvektor� geht aus Ui� P und T hervor� Es
werden f�r alle Elemente die Beziehungen nach Glg� ��� gebildet� Anschlie	end wird durch sie
ein globales� das hei	t ein den gesamten Str�mungsbereich umfassendes Gleichungssystem
aufgebaut� F�r diesen Gleichungsaufbau wird das Faktum verwendet� da	 die Knoten an
den R�ndern des Elementes gleichzeitig Knoten der Nachbarelemente sind� Damit m�ssen
die L�sungen der Randknoten auch L�sungen der Nachbarelemente sein� Man formuliert
das globale Gleichungssystem zu

K u � F � ����

K wird globale Systemmatrix und F der globale Lastvektor genannt� Der Vektor u enth�lt
die durch die Rechnung aufzu�ndenden Koe�zienten der L�sung� er stellt also den globalen
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mathematischen Vektor der Unbekannten dar� Die Startbedingungen des Geschwindigkeits

feldes werden �ber den Vektor u ber�cksichtigt� Der Vektor F enth�lt die Randbedingungen
f�r den Druck� und auch die Randbedingungen f�r die Geschwindigkeiten werden �ber ihn
in das Gleichungssystem eingebracht� Die Elemente von K gehen aus jenen der Ke 
 Matri

zen hervor� Sie sind wegen der konvektiven Terme in den Grundgleichungen vom globalen
Vektor u abh�ngig und m�ssen daher in jedem Iterationsschritt neu berechnet werden�

Die durch die Diskretisierung erhaltenen Elemente haben im allgemeinen verschiedene For

men� Da es rechentechnisch vorteilhaft ist� mit gleichen Elementen zu arbeiten� werden die
verschieden geformten Elemente auf Einheitselemente transformiert� Dazu wird der zur Str�

mungsbeschreibung verwendete x�y��z�� 
 Raum in einen r�s��t�� 
 Raum �bergef�hrt
�Interpolation der Geometrie� Daf�r werden Interpolationsfunktionen herangezogen� Sind
sie von gleicher Ordnung wie die Ansatzfunktionen� so spricht man von isoparametrischen
Elementen� Die Durchf�hrung der Integrationen erfolgt im r�s��t�� 
 Raum durch ein nu

merisches N�herungsverfahren �Gau	�sche Integration� Dabei wird das allgemeine Integral
I �

R ��
��

R ��
��

R ��
�� F �r� s� t�drdsdt angen�hert durch

I �

nX
i��

nX
j��

nX
k��

F �ri� sj� tk�HkHjHi� ����

n ist dabei die Integrationsordnung� Hk� Hj und Hi stellen die Integrationsgewichte dar�
ri� sj und tk sind die Integrationsst�tzstellen oder Integrationspunkte� Deren Lage� vergleiche
Abb� ���� ist dahingehend optimiert� da	 durch die Summation gr�	tm�gliche Ann�herung
an das Integral erreicht wird�

s

Knoten

Integrationspunkte

. . . 

. . . 

1

r

s

0.775

neunknotiges  Element
(transformiert)

vierknotiges  Element
(transformiert)

Knoten

Integrationspunkte

. . . 

. . . 

1

0.577

r

Abbildung ���! vier
 und neunknotiges Element� jeweils transformiert

Obwohl also die L�sungen von K u � F in den Knotenpunkten ermittelt werden �die Ge

schwindigkeitsvektoren sind in den Knotenpunkten lokalisiert� erfolgt ein wesentlicher Teil
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der Berechnung des Str�mungsfeldes mit Hilfe der Integrationst�tzstellen� So mu	 auch die
Z�higkeit in den Integrationspunkten bekannt sein oder ermittelt werden� �Hinweis! FIDAP
stellt die Integrationspunkte wieder in den r�cktransformierten Koordinaten� also den Ko

ordinaten des Str�mungsfeldes zur Verf�gung�

Um ein schwankungsfreies Druckfeld zu erhalten� ist es vorteilhaft� den Druck �berhaupt um
eine Ordnung niedriger zu interpolieren �Brezzi 
 Babusska 
 Formulierung� Zur Ermittlung
des Druckes besteht auch die M�glichkeit� ihn nicht direkt in den Ansatz einzubringen� son

dern die Penalty 
 Formulierung zu verwenden� Dazu wird die Massenbilanz herangezogen�
und

�u

�x
�
�v

�y
� ��p ����

gesetzt� � ist der Penalty 
 Parameter� Durch die Penalty 
 Formulierung verkleinert sich der
Ansatz Glgn� ��� bis ��� und damit das gesamte zu l�sende Gleichungssystem� da Glg� ���
wegf�llt� Es m�ssen jedoch Penalty 
 Matrizen ermittelt werden� Nach durchgef�hrter Be

rechnung wird der Druck aus

p �
	

��
�
�u

�x
�
�v

�y

�
�����

ermittelt�

Da die Matrix K wegen der konvektiven Terme in den Grundgleichungen von u abh�n

gig ist� handelt es sich bei ��� um ein nichtlineares Gleichungssystem� Dieses mu	 iterativ
gel�st werden� wozu man es zu

K�ui�ui�� � F �����

formuliert� Zur L�sung der allgemeinen Glg� ���� sind in FIDAP mehrere L�sungsverfahren
verf�gbar� wobei zwischen vollgekoppelten und segregierten unterschieden wird� Bei ersteren
wird das gesamte Gleichungssystem gel�st� ein besonders einfaches ist die sogenannte Picard

 Iteration �sukzessive Substitution� Bei den segregierten Verfahren wird das Gleichungs

system aufgespalten und die einzelnen Teile sequentiell gel�st� Sie ben�tigen gegen�ber den
vollgekoppelten Verfahren zwar weniger Rechenspeicher� es sind jedoch mehr Iterationen zur
Erreichung der Konvergenz vonn�ten� Welches Verfahren das g�nstigere ist� ist problemspe

zi�sch�

Probleme bei der L�sung von ���� k�nnen dadurch entstehen� da	 es zu Schwankungen
im Geschwindigkeitsfeld �sogenannten �wiggles�� aber auch in der Druck
 und Temperatur

verteilung kommen kann� wodurch die L�sung unbrauchbar wird� Zur Unterbindung dieser
Oszillationen sind in FIDAP etliche Ma	nahmen vorgesehen� wobei es dem Benutzer mehr
oder weniger freigestellt ist� diese auch einzusetzen� Die wichtigsten sind Relaxation und
Upwinding� wobei beide in FIDAP in mehreren Varianten angeboten werden� Nachfolgend
werden nur die Grunds�tze beider Ma	nahmen aufgezeigt�

Zur Er�rterung der Relaxation sei in ���� anstelle des Vektors ui�� der Vektor u� ver

wendet� u� soll also der L�sungsvektor nach der i 
 ten Iteration sein� Zur Ermittlung der K

��
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 Matrix f�r die i'� 
te Iteration �also K�ui���  wird nun nicht der Vektor u� verwendet�
sondern einer mit Hilfe von ui ermittelter� Dazu wird die Formel

ui�� � �ui � �	� ��u�� 
 � � � 	 �����

verwendet� wobei � als Relaxationsfaktor bezeichnet wird� Damit erreicht man� da	 die
L�sung weniger forciert dem Ergebnis zugef�hrt wird �d�h� ein #entspanntes� L�sungsver

fahren� � kann f�r jede einzelne Variable festgelegt werden�

Beim Upwinding wird �ber die Ansatzfunktionen in das Gleichungssystem ���� eingegri�en�
Die einfach aufgebauten Ansatzfunktionen besitzen zun�chst eine gewisse Symmetrie� F�r
das Upwinding werden sie nun verzerrt in die Berechnung eingebracht� soda	 die Elemente
in der K 
 Matrix mit anderer Gewichtung als ohne Upwinding berechnet werden� So wird
z� Bsp� beim einfachen Streamline 
 Upwinding die Ansatzfunktion bei stromau�iegenden
Bereichen der Elemente erh�ht und bei stromabliegenden erniedrigt� wodurch ein Stabilisie

rungse�ekt f�r das ganze Str�mungsfeld erfolgt�

Da die Berechnung iterativ erfolgt� m�ssen entweder Abbruchsschranken und�oder die ma

ximale Anzahl der Iterationen festgelegt werden� Beides ist in FIDAP gleichzeitig vorgese

hen� Wird die Abbruchsschranke vor Erreichen der vorgegebenen maximalen Iterationszahl
unterschritten� wird abgebrochen� Abbruchsschranken werden mit Hilfe von Normen des L�

sungsvektors �umfa	t alle Variablen� also au	er den Geschwindigkeiten gegebenenfalls auch
die Temperatur� den Druck� k und � bzw� � de�niert�


�� Erstellung der Subroutine

Zur Programmierung von Subroutinen wird von FIDAP die Programmiersprache FORT

RAN �� vorgesehen� Das vom Benutzer zu erstellende Unterprogramm f�r die turbulente
Viskosit�t wird f�r jedes Element angewendet� Zur Programmerstellung werden vom Haupt

programm etliche Gr�	en� aber immer nur f�r das augenblicklich in Berechnung be�ndliche
Element �bergeben� Diese �bergabeparameter k�nnen verwendet werden� um durch das
Unterprogramm die Viskosit�t zu ermitteln� Liegt sie dann nach Programmdurchlauf vor�
wird sie vom �bergeordneten Programm� also dem FIDAP 
 Solverteil� �bernommen� Wie
man an den Gleichungen des Baldwin 
 Lomax Modelles sieht� sind f�r seine Programmie

rung auch Gr�	en erforderlich� die nicht durch die �bergabeparameter bereitgestellt werden
�z� Bsp� die Wandschubspannung� Da sie nicht durch das Hauptprogramm �bergeben wer

den� ist es notwendig sie innerhalb der Subroutine von Files einzulesen� Diese Files werden
so angelegt� da	 sie auch vom Unterprogramm aktualisiert� und somit immer wieder neu
�berschrieben werden� Zus�tzlich zu diesen unbedingt erforderlichen Daten�les werden auch
Files zum Protokollieren der Ergebnisse eingerichtet� Damit sie handhabbar sind� m�ssen sie
klein gehalten werden� Dazu werden im Laufe der Rechnung ihre nicht mehr aktuellen Inhal

te gel�scht� Dabei wird so vorgegangen� da	 abwechselnd in zwei Files geschrieben wird� Ist
in einem die maximale Anzahl der einzutragenden Werte erreicht �festgelegt durch die An

zahl der Aufrufe� so wird im anderen begonnen mitzuschreiben� Bei Eintragung der ersten
Daten wird es r�ckgesetzt� F�r dieses Protokollierverfahren wird zus�tzlich ein Kontroll�le
eingerichtet� Die mitgeschriebenen Daten werden unter anderem zur Auswertung herange

zogen� Weiters ist durch die Datenprotokollierung eine Kontrolle �ber die Subroutine und
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das Zusammenwirken dieser mit dem Hauptprogramm gegeben� W�hrend der Erstellung
des Programmes und auch zur Fehlersuche ist es immer wieder notwendig einzelne Daten
�z� Bsp� Zwischenergebnisse zu kontrollieren� Dies ist ebenfalls durch Datenausgabe in Files
leicht m�glich�


�� Wahl der Eingabeparameter � bezogene Gr�en

Vorausgeschickt sei� da	 f�r die Berechnungen eine Platte endlicher L�nge l herangezogen
wird� Die Eingabeparameter sollen zun�chst� um der Rechnung eine gewisse Allgemeing�l

tigkeit zu verleihen� als bezogene Gr�	en eingef�hrt werden� Die Abmessungen werden dabei
auf die Plattenl�nge l� Geschwindigkeiten auf die Anstr�mgeschwindigkeit U und die Dichte
auf eine Bezugsdichte B bezogen�

x

l
� x��

y

l
� y��

u

U
� u��

v

U
� v��



B
� � � �����

Man kann die Einf�hrung der neuen� mit ��� gekennzeichneten Gr�	en mathematisch auch
rein nur als �bergang auf neue Zahlenwerte formulieren� wobei dann l� U und B die Ein

heiten f�r x� bzw� u� bzw� � sind� Bei einer derartigen Sicht k�nnen x�� u� und � doch
wieder als dimensionsbehaftete Gr�	en interpretiert werden�

Es ergibt sich f�r die Z�higkeit �� wegen

Re�l � �
U�l�

��
� �����

da	 bei  � B

�� �
	

Re�l
�����

gilt�

Bei gleichen Reynoldszahlen liegt str�mungsmechanische %hnlichkeit vor� Die Ergebnisse
der dimensionslosen Rechnung k�nnen daher auf gew�nschte� praxisnahe Werte �bertragen
werden� Dazu ermittelt man z� Bsp� zun�chst Rex und weist dem Str�mungsfeld die zugeh�

rigen L�sungen der dimensionslosen Darstellung zu� indem man Re�x � Rex setzt� Mit Hilfe
der Glgn� ���� rechnet man dann auf die tats�chlichen Gegebenheiten zur�ck�

Als Reynoldszahl am Plattenende wird

Rel � Re�l � �� 	
� �����

d�h� �� � 
���	
� gew�hlt� F�r Anwendungen des Baldwin Lomax 
 Modells im Turboma

schinenbau ist die so gew�hlte Reynoldszahl ausreichend hoch� siehe z� Bsp� ���� Zum Zwecke
des Vergleiches der Resultate mit Versuchsergebnissen w�re es in einigen F�llen interessant�
Reibungs
 und Widerstandsbeiwerte auch bei gr�	eren Reynoldszahlen zu ermitteln� Es wird
jedoch darauf verzichtet� Der Grund daf�r ist� da	 zur Modellierung gr�	erer Plattenl�ngen
wesentlich mehr Elemente erforderlich w�ren und damit die Daten�les unhandlich gro	 und
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die Datenauswertung sehr erschwert werden w�rde�

Um netzunabh�ngige Ergebnisse zu erhalten� m�ssen f�r Berechnungen mit dem Baldwin 

Lomax 
 Modell Netzgeometrien gew�hlt werden� deren wandn�chste Elemente Abmessun

gen in der N�he von y� � � oder sogar noch kleiner haben� Wird FIDAP zur Netzgenerierung
als Plattenl�nge l � 	 vorgeschrieben� so ist es mit seinem Netzerstellungsprogramm nicht
m�glich derma	en feine Netze zu generieren �Fehlermeldungen bei der Netzerstellung� Um
doch Verh�ltnisse f�r kleinere y� 
 Werte zustande zu bringen� mu	 daher von Eingabewer

ten� die sich durch die dimensionslose Darstellung ergeben� Abstand genommen werden�

Die erforderlichen Eingabeparameter sind die geometrischen Abmessungen� die laminare
dynamische Z�higkeit �l und zumindest an einer Grenze des Rechengebietes die Geschwin

digkeiten� Zu ihrer Festlegung werden sie in der Folge als dimensionsbehaftet interpretiert�
da dadurch die Herleitung der erforderlichen Umrechnungen anschaulicher wird� Das Re

chenprogramm FIDAP operiert nicht mit Dimensionen� Es ist daher m�glich den Eingabe

parametern andere als die Basiseinheiten �das sind m� kg und s zuzuordnen� Von dieser
Option wird Gebrauch gemacht� da die n�tige Netzfeinheit bei der Wahl der Plattenl�nge
zu l � 	
 erreicht werden kann� Um den Zusammenhang zur dimensionslosen Darstellung
einfacher zu gestalten� werden die einzugebenden Gr�	en nun durch nachfolgend vorgestellte
Ma	nahme ermittelt� Es werden geometrische Abmessungen in der Einheit dm eingegeben�
Die Basiseinheiten s und kg werden aufrecht gehalten� Damit nun einheitenkonform ge

rechnet wird� ist folgendes zu beachten! Die meisten Gr�	en �z� Bsp� die Kraft werden
in abgeleiteten Einheiten angegeben� F�r diese Gr�	en m�ssen nun Einheiten verwendet
werden� die von dm� s und kg hergeleitet werden� Konkret bedeutet dies z� Bsp� f�r die
Geschwindigkeit� da	 sie nun in dm�s anzugeben ist� Werden daher als Bezugsgr�	en l �
�m� v � �m�s�  � �kg�m� gew�hlt �die Zahlenwerte werden auch bei der dimensionslosen
Darstellung verwendet� so resultieren daf�r bei Wahl der L�ngeneinheit zu �dm f�r das
Eingabe�le die folgenden Zahlenwerte!

l � 	
� v � 	
�  � 
�

	� � � 
�
� � 	
� �����

Den ausgegebenen Werten� die in der Folge mit dem hochgestellten Index F versehen werden�
liegen nun auch die Einheiten dm� kg� und s zugrunde� Zahlenwerte f�r eine dimensionslose
Rechnung folgen� indem man die Gr�	en wieder auf die Einheiten m� kg und s umrechnet�
Konkret gilt z� Bsp� f�r die Schubspannungen wegen �N�m� � �kg��s�m � ���kg��s�dm�
da	 man die in FIDAP erhaltenen Zahlenwerte mit dem Faktor zehn multiplizieren mu	�
um Zahlenwerte f�r die dimensionslose Darstellung zu erhalten� Die zur Datenauswertung
notwendigen Beziehungen erh�lt man so zu

ZW ���� � 	
� ZW ��F �� ZW ���� � 	
� ZW ��F ��

ZW �k�� � 
�
	 � ZW �kF �� ZW ���� � 
�
	 � ZW ��F ��

ZW ���� � 	� ZW ��F �

�ZW ��� Zahlenwert�

�����
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�	 Wahl der Rand� und Anfangsbedingungen

Zun�chst soll festgehalten werden� da	 ein rechteckiges Rechengebiet festgelegt wird� wo

bei vor Plattenbeginn ein Anlaufgebiet vorgesehen wird� siehe Abb� ���� Zur Auswertung
werden in den meisten F�llen die Str�mungsverh�ltnisse �ber ungef�hr der Plattenmitte
herangezogen� Ungef�hr deswegen� da eine Stelle gew�hlt wird� �ber der elementmittige
Knoten liegen� Die x 
 Koordinaten von den in Elementmitte liegenden Knoten fallen mit
den x
 Koordinaten dreier Integrationsst�tzstellen des Elementes zusammen� Somit hat man
bei einer solcherma	en gew�hlten Auswertestelle die genauen L�sungen des Geschwindig

keitsfeldes �zug�nglich durch das FDOUT 
 File und auch der Viskosit�ten und anderer
Gr�	en �zug�nglich �ber die Daten�les vorliegen� Es ist bei Auswertung an dieser Stelle
keine Interpolation der Gr�	en erforderlich�

Vorlaufgebiet 

Platte 

als Stabilisierungsmasznahme

u   =  0 u   =  0 und  u   =  0

u  = Ux

x yy

u   =  0y

 

 

Abbildung ���! Randbedingungen

Als Anfangsbedingung wurde ux � U gesetzt� Weiters sind auf Grund der zu untersuchen

den Str�mung folgende Randbedingungen einsichtig! am Str�mungseintritt �linker Rand
ux � U � am unteren Rand des Vorlaufgebietes aus Symmetriegr�nden uy � 
 und an der
Platte ux � uy � 
� Bei den �brigen R�ndern sind bez�glich der Geschwindigkeiten keine
Vorgaben zu setzen �Zur L�sung des Di�erntialgleichungssystems wird f�r diese Berandun

gen von FIDAP dann die sogenannte �Traction Free Condition� herangezogen� Das hei	t�
auch am Abstr�mrand rechts ist eine Festlegung von uy eigentlich nicht vorzusehen�

Nun ist es mit diesen Randbedingungen nicht m�glich� mittels k � � 
 oder Baldwin 

Lomax 
 Modells konvergente L�sungen zu erreichen� Es kommt am Plattenende zu Oszil

lationen �sogenannten �Wiggles�� sowohl bei vier
 als auch bei neunknotigen Elementen�
Ursache daf�r sind aller Wahrscheinlichkeit nach die extrem langgezogenen Elemente in
Plattenn�he� Als einfachste Ma	nahme� solche Oszillationen zu vermeiden und damit gut
konvergierende L�sungen zu erhalten� stellt sich die Einf�hrung der Randbedingung uy � 

am Abstr�mrand heraus� Dies ist zun�chst unbefriedigend� da man ja erwarten mu	� da	
die Berechnungsergebnisse verf�lscht werden� Es werden daher durch Netz�nderung bzw�

erweiterung andere Ma	nahmen gefunden �siehe Seite �� beziehungsweise Abbn� ��� u� ���
um Oszillationen zu vermeiden� Rechnungen mit dem k � � 
 Modell und Verwendung der
ge�nderten bzw� erweiterten Netze zeigen� da	 die L�sungen an der Auswertestelle x�ausw
nur marginal von jenen abweichen� die sich bei Anwendung des einfachen Netzes mit der
Randbedingung uy � 
 am Abstr�mrand ergeben� Daher wurde f�r alle Rechnungen am
Austrittsrand als Randbedingung uy � � gesetzt�

��
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�
 Wahl der Netzparameter

Zun�chst sollte man meinen� da	 man bei der Netzerstellung bei dieser besonders einfachen
Geometrie gro	e Freir�ume hat� Einschr�nkungen ergeben sich jedoch sofort� wenn man ein
extrem feines Netz am Plattenrand fordert� um y� klein zu halten� Damit die Netzerstellung
durch den FIDAP 
 Preprozessor auch gew�hrleistet ist� wird die Plattenl�nge mit ��� das
Rechengebiet �ber der Platte mit � festgelegt� Literaturberichte von Berechnungen der tur

bulenten Grenzschicht �ber der Platte zeigen �hnlich aufgebaute Netze� siehe ��� oder �����
Es ist daher die hier gew�hlte H�he �y� in Relation zur Plattenl�nge ausreichend� Auch
wird in den in der Literatur aufgezeigten Berechnungen �blicherweise ein Vorlaufgebiet mo

delliert�

Da die in der Subroutine n�tigen Datenein
 und ausgaben und die Erstellung der Daten

�les lange Rechenzeiten bedingen� und auch die mitprotokollierte Datenmenge bearbeit

bar bleibt� wird man weiters versuchen� die Elementanzahl so gering wie m�glich zu hal

ten� Die Subroutine ist nicht auf kurze Rechenzeit optimiert� da zun�chst Zug�nglichkeit
zu den Daten und �bersichtlichkeit der Routine im Vordergrund stehen� Weiters werden
netzunabh�ngige L�sungen angestrebt� Das hei	t� da	 eine gewisse Intervallanzahl sowohl
�ber der Platte als auch �ber der Plattenl�nge unbedingt n�tig ist� wenn man die durch die
Modellannahmen resultierenden Ergebnisse einigerma	en gut durch das Finite 
 Elemente 

Verfahren erreichen will�

Um die Netzparameter sinnvoll festzulegen� werden haupts�chlich mit dem k � � 
 Modell
einige verschiedene Netze durchgerechnet� teilweise sowohl mit vier
 als auch mit neunknoti

gen Elementen� Dabei stellt sich heraus� da	 vierknotige Elemente nicht brauchbar sind� da
sie die Verh�ltnisse an der Platte �d�h� bei y � 
 nicht richtig berechnen� Es werden an den
wandn�chsten Knoten die Geschwindigkeiten als zu gro	 ausgewiesen� Damit nehmen auch
die Geschwindigkeitsgradienten an der Wand� und mit ihnen die Wandschubspannung zu
hohe Werte an� Auch das Konvergenzverhalten wird ung�nstig beein�u	t� Es m�ssen daher
neunknotige Elemente verwendet werden�

Die zuvor gestellten Anforderungen werden durch das in Abb� ��� dargestellte Netz eini

germa	en gut erf�llt� soda	 dieses f�r die Berechnungen herangezogen wird�

  

30 Inter-
valle

Feld  Vorlauf

10/1

10/00/0

0/1-5/1

-5/0

Feld  Platte

RATIO = 1.416

30 Intervalle 120   Intervalle

RATIO = 1.013

RATIO = 1.095

   

Abbildung ���! Netzparameter
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In Abb� ��� ist RATIO der geometrische Stufungsfaktor des Netzes� Kleinste Intervalle so

wohl in x 
 Richtung als auch in y 
 Richtung sind bei Punkt ���� Wie bereits erw�hnt wurde�
wurden� um die Randbedingung uy�l� � 
 als annehmbar zu begr�nden� Vergleichsrechnun

gen durchgef�hrt� Die einfachste M�glichkeit um ohne uy�l� � 
 oszillationsfreie Ergebnisse
zu erhalten ist� die langen Elemente am Plattenende zu verk�rzen� Um die Elementanzahl
klein zu halten� m�ssen dabei in der Plattenmitte l�ngere Elemente gew�hlt werden als an
den R�ndern� F�r eine solche Kon�guration sind in FIDAP entsprechende Befehle �PCEN�
usw�  vorgesehen� Damit k�nnen rechts und auch links unten nahezu quadratische Elemente
bei gleichzeitig geringer Elementanzahl generiert werden� Nun werden dabei jedoch die Ele

mente rechts und links oben sehr hoch� Die Folge davon ist� da	 es bei der Berechnung rechts
oben zu Oszillationen kommt� Man mu	 daher zu ihrer Vermeidung einerseits die unteren
Elemente nicht zu lang� andererseits die oberen nicht zu hoch werden lassen� ist also im
Ende�ekt auf Probieren angewiesen� Und es ist nat�rlich �u	erst ungewi	� ob es �berhaupt
gelingt� Netze zu bilden� mit denen bei der Berechnung keine Oszillationen auftreten� Im
Falle der hier behandelten ebenen Platte gelingt es doch mit den in Abb� ��� aufgezeigten
Parametern�

30 Inter-
valle

RATIO = 

10/1

10/00/0

0/1-5/1

-5/0 PCEN = 0.7

1.0561.038
1.095

200 Intervalle30 Intervalle

  

  

RATIO = 
RATIO = 

 1.416RATIO = 

Abbildung ���! Netzmodi�kation durch Intervall�nderungen

Die �ber der Platte jeweils l�ngsten Elemente links bzw� rechts von PCEN liegen an ihm
an� PCEN wurde absichtlich leicht au	ermittig gew�hlt� um die Resultate bei der Auswer

testelle x�ausw von unter Umst�nden m�glichen charakteristischen Merkmalen der l�ngsten
Elemente freizuhalten�

Eine andere� auch theoretisch besser fundierte Methode� um stabile L�sungen zu erhalten
ist die Str�mung mit einem Nachlaufgebiet zu versehen� In diesem neu hinzukommenden
Bereich wird ein Netz erstellt� dessen links liegende Elemente ann�hernd die gleiche geo

metrische Form wie die Elemente am Ende des Str�mungsfeldes �ber der Platte haben�
Von diesen Elementformen wird dann kontinuierlich auf ann�hernd quadratische Formen
am rechten Rand des Nachlaufgebietes �bergegangen� siehe Abb� ���

��
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yx y

letztes Plattenelement
   

erstes Element  des Nachlaufgebietes

u   = 0 (aus Symmetriegruenden)Platte;  u   = 0 und u    = 0

Abbildung ���! Netzerweiterung mit Nachlaufgebiet

Wichtig dabei ist� da	 das erste Element des Nachlaufgebietes ungef�hr gleich lang wie das
letzte Plattenelement ist �betre�s der H�hen mu	 bereits wegen des notwendigen kontinu

ierlichen Netz�berganges �bereinstimmung vorliegen� Dies ist deswegen vonn�ten� da die
Stelle x � l eine Unstetigkeit im Str�mungsfeld bez�glich der Randbedingungen ist� Wer

den letztes Plattenelement und das erste Element mit stark unterschiedlicher L�nge gew�hlt�
kommt es wieder zu Instabilit�ten und Oszillationen�


�� Weitere Parameter

Diese sind im wesentlichen die bei Verwendung des k � � 
 bzw� k � � 
 Modells notwen

digen Vorgaben der kinetischen Energie k bzw� Dissipation �� k folgt bei Annahme eines
Turbulenzgrades aus Glg� ����� F�r Tu wurde Tu � �& gew�hlt � � k � 	�� � 	
��m

�

s�
�

Die Wahl von Werten f�r � ist problematischer� Laut Glg� ���� ist � abh�ngig von den
Geschwindigkeitsschwankungen� Letztere sind jedoch im allgemeinen nicht bekannt� Ein all

gemeing�ltiger Zusammenhang von � zu erfa	baren Gr�	en kann nicht angegeben werden�
Zum Beispiel wird Glg� ���� allein an Hand ihrer Dimensionsrichtigkeit begr�ndet� ihre All

gemeing�ltigkeit ist damit nicht bewiesen� Es existieren zwei Vorschl�ge um � zu bestimmen�
nachfolgend wird auf sie kurz eingegangen�

Zum einem wird so vorgegangen� da	 man ein turbulentes L�ngenma	 lT aus den Gege

benheiten der Str�mungsgeometrie ableitet und dann mittels einer Glg� wie ���� die Dissi

pation ermittelt� Eine Erkl�rung� warum globale Geometrieabmessungen f�r die Z�higkeit
ma	geblich sind� kann in der Tatsache gro	��chiger Wirbel gefunden werden� Man mu	
damit rechnen� da	 solche auch in der freien� nicht mehr zur Grenzschicht geh�rigen Str�

mung vorliegen �nicht zuletzt deswegen werden in Windkan�len Turbulenzsiebe eingebaut�
die zur Zerschlagung dieser gro	en Wirbel dienen� Diese Wirbelbildung in gro	em Ma	stab
 die �ber globale Abmessungen bestimmt wird  beein�u	t die turbulente Z�higkeit stark�
Vergleiche dazu auch die Couette 
 Str�mung� wo sich die Wirbelbildung in der Mitte der
Platten so gestaltet� da	 dort �T �y� � �W � konst� ist�

Eine zweite M�glichkeit ist� � �ber die turbulente Viskosit�t �T und die turbulente ki

netische Energie zu bestimmen� Dabei kann man �T unter der Bedingung

	
�L � �T � 	


�L �����

mehr oder weniger frei w�hlen� � folgt dann mit Hilfe von Glg� �����

��
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Von ersterer Variante wurde hier nicht Gebrauch gemacht� da man� um die Wahl der cha

rakteristischen L�nge relativ tre�sicher zu gestalten� entweder auf Vorlagen oder weitere
theoretische �berlegungen angewiesen ist� Es wurde daher �T mit �
 � �L festgelegt� Mit
zuvor gew�hltem Tu folgt f�r die Dissipation � � 	���
 � 	
��m

�

s�
� Der relativ kleine Wert

von �� wurde deshalb gew�hlt� damit die turbulente Z�higkeit in der Grenzschicht wesent

lich h�her wird als in der ungest�rten Str�mung� wodurch die Interpretation der Ergebnisse
besser veranschaulicht wird und Vergleiche mit dem Baldwin 
 Lomax 
 Modell auch auf
vern�nftiger Basis stehen�

In der Praxis wird die G�te der Wahl von k und � unter anderem danach beurteilt� wie
sich beide Gr�	en im Verlauf der ungest�rten Str�mung �ndern� Ist dabei die %nderung von
k und � gering� soll man demnach gut passende Werte gew�hlt haben�

��



Kapitel �

Berechnungsergebnisse

��� Zusammenfassung der Angaben

Neben dem Baldwin 
 Lomax 
 Modell sind Berechnungen auch mit dem k�� 
� k�� 
 und
in einigen F�llen mit dem Modell des einfachen Prandtl�schen Mischungswegl�ngenansatzes
durchgef�hrt worden� F�r die in diesem Kapitel dargestellten und diskutierten Ergebnisse
gilt bz�glich der Angaben! Es wurde f�r die Berechnungen das in Abb� ��� dargestellte Netz
zugrundegelegt� wobei als Randbedingungen jene nach Abb� ��� verwendet worden sind� Im
Falle des k�� 
 und k� � 
 Modells wurden als Anfangsbedingungen f�r die Dissipation k
und die turbulente Frequenz � die in Unterkapitel ��� angef�hrten Werte herangezogen� Es
sind dies k � 	�� � 	
��m

�

s�
und � � 	���
 � 	
��m

�

s�
� Zur Angabe in FIDAP mu	ten Netz


geometrie� Rand
 und Anfangsbedingungen umgerechnet werden� um die Berechnung mit
FIDAP zu erm�glichen� Die Resultate zufolge FIDAP wurden r�ckgerechnet� damit liegen
die obigen Randbedingungen den hier in weiterer Folge dargestellten Ergebnissen zugrunde�

Es ist darauf aufmerksam zu machen� da	 mit anderen als den hier angef�hrten Parametern
Vergleichsrechnungen angestellt worden sind� Diese dienten haupts�chlich zur Validierung
der hier erzielten Ergebnisse� siehe z� Bsp� Unterkapitel ���� Auch wird durch sie �berpr�ft�
ob da	 Netz nicht zu grob ist� um die Eigenheiten der jeweiligen Modelle in den Resul

taten in angemessener Weise zum Ausdruck zu bringen� Die Vergleichsrechnungen bringen
jedoch kaum weitere Informationen bez�glich des Verhaltens und des Zusammenhanges der
in diesem Kapitel dargestellten Gr�	en� als wie sie bereits durch die Berechnungen mit
obigen Rand
 und Anfangsbedingungen vorliegen� Es wurde daher auf die Darstellung von
Ergebnissen der Vergleichsrechnungen verzichtet�

��� Allgemeine Bemerkungen zur Auswertung

Zur Auswertung und Darstellung der Berechnungsergebnisse wurde das Programmsystem
IDL ���� herangezogen� Durch die Verwendung von IDL k�nnen auch die von FIDAP errech

neten Werte den experimentellen Daten und den sich zufolge der theoretisch hergeleiteten
Beziehungen ergebenden gegen�bergestellt werden� Bei diesen Vergleichen treten in einigen
F�llen �berraschende Fakten zutage�

Zur Datengewinnung wird im wesentlichen auf das FDOUT 
 File� das FIOUT 
 File und

��
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die zur Auswertung zus�tzlich erstellten Daten�les zugegri�en� Das FDOUT 
 File ist das
Ergebnis�le des FIDAP 
 Solverlaufes� das FIOUT 
 File enth�lt die Datenprotokolle von
Postprozessingl�ufen� Bei der Erstellung der einzelnen Diagramme hat es sich als zweckm�	ig
erwiesen nicht immer auf die angesprochenen� oft umfangreichen Daten�les zuzugreifen� Die
f�r das Diagramm erforderlichen Werte werden daher in den meisten F�llen aus den Daten

�les extrahiert� und in eigenen Files zwischengespeichert� Weiters m�ssen in einer Vielzahl
der F�lle die extrahierten Daten zur Diagrammerstellung zus�tzlich der Gr�	e nach sortiert
werden�

��� Geschwindigkeitspro�le

In Abb� ��� sind die dimensionslosen Geschwindigkeiten u� �ber der ebenfalls dimensionslos
gemachten H�he �ber der Platte y� aufgetragen �Die Verwendung des sog� Rotta 
 Clauser

 Parameters �� U

u�
bietet hier keine Vorteile� da �� und u� bei den verschiedenen Turbulenz


modellen unterschiedlich sind�

��
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�nach Abb� ����

Abbildung ���! Geschwindigkeitspro�le

Die Berechnung der Werte nach dem ��� 
 Potenzgesetz erfolgte mit Glg� ����� wobei f�r �
der sich durch Glg� ���� ergebende Wert verwendet wurde� Die experimentellen Daten wur

den Abb� ��� entnommen� Ihre Eintragung in Abb� ��� erfordert ebenfalls die Kenntnis einer
Grenzschichtdicke� Da in ���� keine n�heren Aussagen zu � nach Abb� ��� gefunden werden�
wird f�r � ebenfalls der aus Glg� ���� sich ergebende Wert verwendet� Nicht in das Diagramm
eingetragen werden konnte das Geschwindigkeitspro�l zufolge des Defektansatzes� da es von
nicht unmittelbar zug�nglichen Daten abh�ngt� Jedoch gilt nach dem Defektansatz� da	 f�r
y� � � die Geschwindigkeit u� � � ist�

Aus Abb� ��� erkennt man� da	 die Ergebnisse des Baldwin 
 Lomax 
Modells gut mit

��
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den experimentellen Daten �bereinstimmen� Aber auch das ��� 
 Potenzgesetz liefert gut
an das Experiment angepa	te Ergebnisse innerhalb der Grenzschicht� Keine �bereinstim

mung ist nat�rlich au	erhalb der Grenzschicht vorhanden� Gute Ergebnisse werden auch
durch das k� � 
 Modell erreicht� Das k� � 
 Modell liefert im Grenzschichtinnenteil nicht
so �berzeugende Resultate� am Grenzschichtrand sind die Ergebnisse gut� Kontr�r dazu
sind die Resultate zufolge des einfachen Mischungswegl�ngenansatzes� Durch diesen wer

den vor allem am Grenzschichtrand st�rkere Abweichungen von den experimentellen Daten
ausgewiesen�

Abbildung ���! Geschwindigkeitsl�sungen am Grenzschichtrand

Aus Abb� ��� erkennt man� da	 bei allen Modellen f�r y� �  eine Ann�herung von u�

gegen eins erfolgt� auch wenn diese nicht kontinuierlich ist� da au	erhalb der Grenzschicht
noch leichte Schwankungen im Geschwindigkeitsfeld feststellbar sind� Diese Schwankungen
wurden hier nicht n�her untersucht� sie sind aber insofern von Bedeutung� da durch sie die
Angabe einer ��& 
 Grenzschichtdicke nicht ganz unproblematisch ist� Der Grenzschichtrand
wird von allen Modellen ziemlich �bereinstimmend zwischen 
�

�� � y� � 
�
	
 ausge

wiesen� Bemerkenswert ist auch� da	 die Geschwindigkeitsl�sungen ziemlich rasch von den
in der Grenzschicht zunehmenden Werten auf die in der ungest�rten Str�mung konstanten
Werte �bergehen�

F�r die Geschwindigkeitsverteilung in Wandn�he ist die dimensionslose Darstellung u� �ber
y� �blich� wobei die y� 
 Achse logarithmisch skaliert wird um wandn�chste Bereiche gut

��
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zu erfassen� Die wichtigsten Resultate sind in Abb� ��� dargestellt�

Abbildung ���! u� �ber y� 
 Darstellung

Die punktierten Linien in Abb� ��� stellen die in Kapitel � hergeleiteten Beziehungen Glg�
���� und ���� dar� Deutlich erkennbar ist� da	 in Wandn�he sowohl das k � � 
 Modell
als auch das Baldwin 
 Lomax 
 Modell gute �bereinstimmung mit Glg� ���� zeigen� Beide
Modelle liefern auch im �bergangsgebiet gute Ergebnisse� Mit dem k � � 
 Modell k�nnen
hier die laminare Unterschicht und der �bergangsbereich nicht dargestellt werden� da dort
keine Daten auf Elementbasis vorliegen� Es mu	 bei seiner ordnungsgem�	en Anwendung
das plattenn�chste Intervall so gro	 sein� da	 die Bedingung y�( �� eingehalten wird� Im
�u	eren Teil ist bei den Ergebnissen des k� � 
 Modells und des Baldwin 
 Lomax 
 Modells
ein deutlich ausgebildeter Defektbereich erkennbar� Die Darstellung dieses Bereiches gelingt
mit dem k�� 
 Modell nicht� Die Abweichung von u� am Grenzschichtau	enrand gegen�ber
dem k�� 
 beziehungsweise Baldwin 
 Lomax 
 Modell ist dadurch begr�ndet� da	 beim k��

 Modell die Wandschubspannung kleiner ausgewiesen wird� Mit dem einfachen Mischungs

wegansatz werden nicht so gute Resultate wie mit den anderen Turbulenzmodellen erreicht�
Die gro	e Abweichung am Grenzschichtau	enrand� aber auch die Abweichungen in der lami

naren Unterschicht resultieren daher� da	 der Mischungswegansatz die Wandschubspannung

��
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�W als zu gro	 berechnet� �W hat ja zufolge Glgn� ���� und ���� bzw� ���� einen unmittel

baren Ein�u	 auf u� und y�� Da u� des waagrechten Teils der Kurven �y� � 	



 von
der Reynoldszahl abh�ngig ist� wurde auf die Eintragung experimenteller Daten verzichtet�

In der Literatur werden bei Berichten von Berechnungen der turbulenten Plattengrenzschicht
auch �blicherweise Diagramme u� �ber y� angegeben� vergleiche z� Bsp� ���� Diesen Simu

lationen liegen verschiedenste� teilweise gegen�ber den hier verwendeten� weiterentwickelte
Turbulenzmodelle zugrunde� Auch in diesen Angaben wird u�max durch die unterschiedli

chen Modelle auch meist verschieden gro	 ausgewiesen� Weiters wird der Defektbereich in
der Mehrzahl der F�lle nicht deutlich ausgewiesen� vor allem Finite 
 Volumen 
 Verfahren
scheinen zu dessen Berechnung weniger gut geeignet zu sein� Hingewiesen werden soll dar

auf� da	 die Gegen�berstellung der Resultate dieser Berechnungen zu Abb� ��� zeigt� da	 die
Abweichung der hier erreichten Ergebnisse von experimentell bestimmten Daten durchaus
im �blichen Rahmen liegt�

��� Grenzschicht� und Verdr�ngungsdicken

Bei Diagrammen von Grenzschichtdicken treten die Schwierigkeiten bei der Festlegung der
Grenzschichtdicke bei turbulenten Str�mungen� aber auch die Problematik der doch end

lich gro	en �niten Elemente deutlich zutage� Wie bereits aus Abb� ��� ersichtlich ist� lie

fern Simulationsergebnisse� von Schwankungen abgesehen� ein Konvergieren von u� � 	
f�r y� � � Da nun u� im endlichen nicht erreicht wird� ist man� so wie im laminaren
Fall� zur Grenzschichtcharakterisierung auf die Verwendung von sogenannten Prozentgrenz

schichtdicken angewiesen �z� Bsp� einer ��& 
 Grenzschichtdicke ���� Bei der Herleitung
des Defektansatzes und des ��� 
 Potenzgesetzes wird die Grenzschichtdicke � jedoch so
in die Ans�tze aufgenommen� da	 ihr die Bedeutung einer ���& 
 Schichtdicke zukommt�
�vergleiche z� Bsp� die Ableitung des Defektansatzes� wo gilt� da	 f�r �� � 	 auch u� � 	
ist� Um nun doch eine gemeinsame Vergleichsbasis zwischen Theorie und Simulationen
zu haben� wurde folgendes gemacht! Es wurde zun�chst � mit Glg� ���� berechnet� Damit
konnte dann eine Grenzschichtdicke zufolge eines Geschwindigkeitspro�ls nach dem ��� 

Potenzgesetz mit y� � ��
���� ermittelt werden� Sie wurde in das Diagramm zus�tzlich zur
Gesamtgrenzschichtdicke des ��� 
 Potenzgesetzes �in den Abbn� hier als ���& 
 Schicht

dicke bezeichnet eingetragen� Bei der Ermittlung dieser beiden Schichtdicken wurde� anders
als in den Abbn� ��� und ��� kein laminares Anlaufst�ck ber�cksichtigt� Das hei	t� es ist
vorausgesetzt� da	 von Plattenbeginn an turbulente Str�mung vorliegt� Bis auf die letzte
angesprochene Gesamtgrenzschichtdicke sind alle anderen in Abb� ��� eingetragenen Kurven
��& 
 Grenzschichtdicken� Da beim Defektansatz die Ermittlung des Geschwindigkeitspro

�ls aufwendig ist� wird eine Prozentgrenzschichtdicke zufolge diesem auch nicht in Abb� ���
aufgenommen�

��
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Abbildung ���! Grenzschichtdicken

Au��llig ist� da	 die Grenzschichtentwicklungen zufolge der Berechnungsergebnisse �ber der
Plattenl�nge starken Schwankungen unterliegen� Die Ursachen daf�r sind in zwei Faktoren
zu suchen� Erstens ist das gew�hlte Finite 
 Element 
 Netz ein f�r die Aufgabenstellung fast
zu grobes� Dadurch �bt auch die Form der Ansatzfunktionen auf das Ergebnis bez�glich
Abb� ��� starken Ein�u	 aus� Zweitens wurde die Auswertung nicht auf die spezi�schen
Gegebenheiten der Geschwindigkeitsl�sung angepa	t� Der ��& 
 Grenzschichtpunkt wurde
mit dem Graphikprogramm IDL durch lineare Interpolation gewonnen� Bemerkt werden soll
noch� da	 der FIDAP 
 Postprozessor wesentlich �glattere� Konturlinien ermittelt� Diese
Schwankungen der Grenzschichtentwicklungen zufolge der Simulationsergebnisse gehen bei
Verwendung von kleineren als ��& 
 Grenzschichtdicken rasch zur�ck� vergleiche Abb� ����
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Abbildung ���! Prozentgrenzschichtdicken 
 Gegen�berstellung

In Abb���� werden die ��& 
� ��& 
 und ��& 
 Grenzschichtdicken des Baldwin 
 Lomax
Modells den entsprechenden des ��� 
 Potenzgesetzes gegen�bergestellt�

Der Verlauf der Verdr�ngungsdicken �ber der Plattenl�nge wird vom genauen Aussehen
der Str�mung an der Plattenvorderkante emp�ndlich beein�u	t� Problematisch wird dies
insofern� da die in Kapitel � hergeleiteten Beziehungen f�r die turbulente Grenzschicht und
auch FIDAP 
 Simulationen zur Str�mungsberechnung an der Plattenvorderkante zufolge
der Theorie nicht geeignet sind� Die mit den Gleichungen nach Kapitel � theoretisch er

mittelte Verdr�ngungsdicke weicht von jenen� die sich auf Grund von Simulationen mit den
verschiedenen Turbulenzmodellen ergeben� am Plattenbeginn stark ab� siehe Abb� ����
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Abbildung ���! Verdr�ngungsdicken

�V zufolge der Theorie wurde mit Glg� ���� ermittelt� Bevor die Problematik der Ergebnisse
bez�glich der Verdr�ngungsdicken kurz diskutiert wird� soll noch einmal darauf hingewiesen
werden� da	 sowohl die verwendeten Formeln� als auch die Simulationen von der Voraus

setzung des Einsetzens der Turbulenz an der Plattenvorderkante ausgehen� Es sind die an

gegebenen theoretischen Beziehungen f�r Verdr�ngungsdicken eng an den Reibungsbeiwert
gebunden� siehe z� Bsp� Glg� ���� oder ����� Durch sie werden Verdr�ngungsdicken nur bei
Vorhandensein eines Plattenelementes  und somit beginnend erst �ber der Platte  be

rechnet� Die tats�chliche Str�mung wird jedoch in kleinen Bereichen vor der Platte von der
Existenz der Plattenkante beein�u	t� Diese Beein�ussung ist auch bei Laminarstr�mung ge

geben� Durch die Simulationsergebnisse werden Verdr�ngungsdicken in einem relativ gro	en
Gebiet vor der Platte auch ausgewiesen �es wird jedoch turbulent gerechnet� Bei Verwen

dung von �niten Elementen kommt es bei Str�mungsberechnungen zu einem sogenannten
Massendefekt� das hei	t� da	 die Massenbilanz nicht exakt erf�llt wird� Inwieweit dieser die
Ergebnisse in Abb� ��� beein�u	t� wird hier nicht weiter untersucht�

Auf eine n�here Analyse der Str�mung an der Plattenvorderkante wird verzichtet� da zum
einen� um die Sprungstelle zu vermeiden� aller Voraussicht nach anders aussehende� die Pro

blematik ber�cksichtigende Netze und�oder andere �Rand
Bedingungen erforderlich wer

den� Zweitens ist� da zuerst Laminarstr�mung einsetzt� das Str�mungsbild mit Beginn der
Turbulenz bereits an der Plattenvorderkante nur ein �ktiv vorliegendes� Drittens w�re� um
auch nach der Theorie genau zu sein� eine kleine Umgebung an der Vorderkante �berhaupt
mit den vollst�ndigen Navier 
 Stokes �schen Gleichungen� und nicht mit den Grenzschicht

gleichungen �erster Ordnung zu behandeln� vergleiche �����

��
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��	 Reibungs� und Widerstandsbeiwerte

Reibungs
 und Widerstandsbeiwerte interessieren vor allem in Bezugnahme auf praktische
Anwendungen� Innerhalb FIDAP k�nnen beim Postprozessing die Beanspruchungen von Be

randungen ermittelt werden� Die zur Reibungsbeiwertermittlung notwendigen Daten werden
aus den FIOUT 
 Files extrahiert� Mit IDL werden sie dann zun�chst f�r dimensionslose
Darstellung aufbereitet und anschlie	end werden mit Hilfe von Glg� ��� die cf 
 Werte er

mittelt� In Abb� ��� werden die durch das k 
 � bzw� Baldwin 
 Lomax 
 Modell folgenden
Ergebnisse jenen� die sich aus dem Defektansatz ergeben� gegen�bergestellt� Die Resultate
zufolge des Defektansatzes werden mit Verwendung von Glg� ���� gewonnen� In Abb� ���
wird eine logarithmische Abszisse verwendet� Dadurch soll der Zusammenhang zum sp�ter
gezeigten Widerstandsbeiwertdiagramm �vergleiche Abb� ��� anschaulicher werden�

Abbildung ���! Reibungsbeiwerte

Die Reibungsbeiwerte des k 
 � 
 Modells zeigen gute �bereinstimmung mit jenen aus dem
Defektansatz� Ein wenig st�rker weichen die Ergebnisse des k � � und Baldwin 
 Lomax 

Modells ab�

Ein Vergleich von Abb� ��� mit Versuchsdaten ist deswegen nicht m�glich� da in der Li

teratur haupts�chlich Widerstandsbeiwerte ausgewiesen werden� Die �bereinstimmung der
Resultate der Theorie �Defektansatz mit jenen zufolge der Turbulenzmodelle ist als zufrie

denstellend zu bezeichnen� da folgendes zu beachten ist! Allgemein stimmen Simulations

ergebnisse nicht zuletzt zufolge der Festsetzung der Modellkonstanten mit den Versuchser

gebnissen �berein� Die Modellkonstanten werden �blicherweise so festgelegt� da	 nicht nur

��
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die turbulente Plattengrenzschicht� sondern eine gro	e Klasse von Str�mungen berechnet
werden k�nnen� Weiters ist zu beachten� da	 der berechnete Plattenabschnitt doch einen
beachtlichen Reynoldszahlbereich umfasst� Auch ist das hier gew�hlte Netz ein relativ gro

bes�

Aus den Reibungsbeiwerten lassen sich mit der Glg� ��� leicht die Widerstandsbeiwerte
herleiten� Zur Berechnung wurde so vorgegangen� da	 das Integral durch die Summe der
Produkte der cf 
 Werte mit den dazugeh�rigen Intervall�ngen angen�hert wurde� Die Re

sultate sind in Abb� ��� zu sehen�

Abbildung ���! Widerstandsbeiwerte

Die in Abb� ��� eingetragenen Widerstandsbeiwerte� die als zufolge des ��� 
 Potenzgesetzes
bezeichnet sind� wurden mit Glg� ��� berechnet� Die Bezeichnung wurde deswegen verwen

det� weil das angesprochene Gesetz eine der Grundlagen f�r Glg� ��� ist� siehe ����� Es ist
in der Abbildung auch das Prandtl 
 Schlichting�sche Widerstandsgesetz� Glg� ����� einge

tragen� Dieses ber�cksichtigt� wie bereits erw�hnt� ein laminares Anlaufst�ck �alle anderen
Kurven in Abb� ��� ber�cksichtigen ein solches nicht� In seiner N�he liegt ein Gro	teil der
experimentellen Daten nach Abb� ���� Dadurch soll der Vergleich von Abb� ��� und Abb� ���

��
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erleichtert werden�

Es ist festzustellen� da	 man analog zu den Reibungsbeiwerten auch bei den cw 
 Werten von
zufriedenstellenden Ergebnissen sprechen kann� Wenn man Abb� ��� mit Abb� ��� vergleicht�
f�llt auf� da	 am Anfang der Platte die Abweichungen der Simulationsergebnisse von jenen
der Theorie �Defektansatz bei den Widerstandsbeiwerten gr�	er sind� Am Plattenende
sind keine so gro	en Unterschiede zu verzeichnen� Die gro	en Di�erenzen zu Plattenbeginn
sind folgenderma	en erkl�rbar! Es liefert der Defektansatz f�r sehr kleine Reynoldszahlen
cw �� Die Simulationen ermitteln aber  aufgrund der dahinterstehenden Programme  
stets endliche Reibungsbeiwerte� Damit folgen nach den Ergebnissen der Str�mungsmodel

lierungen stets endlich kleine Resultate f�r cw� Es stimmen nach den Simulationsergebnissen
auch� siehe Abbn� ��� und ���� cf und cw am Plattenbeginn der Gr�	e nach gut �berein�
Bez�glich Plattenanfang gilt daher! Widerstandsbeiwerte zufolge der Simulationsergebnisse
sind wesentlich kleiner als jene� die theoretisch ohne Ber�cksichtigung eines Anlaufst�ckes
hergeleitet werden �Defektansatz und ��� 
 Potenzgesetz� Daher kommt es zu guter �ber

einstimmung zwischen experimentellen Daten beziehungsweise Prandtl 
 Schlichting�schem
Widerstandsgesetz und den Ergebnissen der Simulationen�

Ein weiterer wichtiger Punkt� der bei beiden Abbildungen zum Ausdruck kommt ist� da	
bei hohen Reynoldszahlen es f�r die Gr�	e von cw f�r praktische Anwendungen egal ist� ob
ein laminares Anlaufst�ck ber�cksichtigt wird oder nicht� Eine Ausdehnung der Berechnung
durch Hinzunahme eines solchen ist daher in Bezug auf den Reibungsbeiwert nur bei kleinen
bis m�	ig gro	en Reynoldszahlen wichtig�

��
 Turbulente Z�higkeit� turbulente kinetische Energie� Dis�

sipation und turbulente Frequenz

Diese Gr�	en unterliegen den im Abschnitt �ber Zweigleichungsmodelle dargestellten Ab

h�ngigkeiten� weshalb sie auch hier gemeinsam behandelt werden� Bez�glich einer Vergleichs

m�glichkteit der hier gewonnen Ergebnisse soll auf ���� hingewiesen werden� Die turbulente
kinetische Energie und die Dissipation bzw� turbulente Frequenz werden von FIDAP nur
bei Verwendung des k � � 
 bzw� k � � 
 Modells berechnet� soda	 sie f�r das Baldwin 

Lomax 
 Modell nur mit weiteren theoretischen Herleitungen dargestellt werden k�nnten�
�T und weitere Ergebnisse des letzteren angesprochenen Modells werden im n�chsten Punkt
ausf�hrlicher behandelt� Die Resultate f�r das k � � 
 Modell sind in den Abbn� ��� und
���� dargestellt� f�r das k� � 
 Modell siehe Abbn� ���� und ����� Jeweils zwei Abbildungen
wurden erstellt� um den Verlauf der Gr�	en sowohl f�r den inneren� als auch f�r den �u	eren
Teil der Grenzschicht deutlich erkennen zu k�nnen� Zur Bereichseinteilung siehe Abb� ����
Die Abbildungen zeigen die Verh�ltnisse bei x� � x�ausw� F�r die den Grenzschichtinnenteil
betre�enden Abbildungen� es sind dies Abb� ��� und Abb� ����� wurden die Gr�	en �ber der
dimensionslosen Koordinate y� aufgetragen� F�r den Grenzschichtau	enteil wurde jeweils
y� herangezogen� Ein Hinweis zur Datenermittlung! Im FDOUT 
 File stehen im Falle des
k� � 
 Modells die Werte der Dissipation� im Falle des k�� 
 Modells jene der turbulenten
Frequenz� Beim k � � 
 Modell wird in FIDAP die Gr�	e �F � f�r die

�F � ��� ����

��
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gilt� verwendet� Mit Glg� ��� folgt aus Glg� ���� links

� � �Fk� ����

und aus Glg� ����

�T � C�
k

�F
� ����

Bez�glich des k � � 
 Modells wurde mit den Daten des FDOUT 
 Files die Dissipation
mittels Glg� ��� ermittelt� Beim k � � 
 Modell wurde mit Glg� ��� auf �F r�ckgerechnet�
�T wurde bei beiden Modellen mit Glg� ��� ermittelt�

Abbildung ���! turbulente Frequenz� Dissipation� turbulente kinetische Energie und turbu

lente Z�higkeit beim k � � 
 Modell� innere Schicht
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Abbildung ����! turbulente Frequenz� Dissipation� turbulente kinetische Energie und turbu

lente Z�higkeit beim k � � 
 Modell� �u	ere Schicht

Abbildung ����! turbulente Frequenz� Dissipation� turbulente kinetische Energie und turbu

lente Z�higkeit beim k � � 
 Modell� innere Schicht
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Abbildung ����! turbulente Frequenz� Dissipation� turbulente kinetische Energie und turbu

lente Z�higkeit beim k � � 
 Modell� �u	ere Schicht

F�r beide Modelle gilt! Dissipation und turbulente kinetische Energie sind in der Grenz

schicht wesentlich gr�	er als im freien Str�mungsfeld� Die turbulente Z�higkeit erreicht ihre
gr�	ten Werte im Grenzschichtau	enteil� Die Anh�ngigkeit dieser Gr�	en �k� � und �T  von
y� ist f�r beide Modelle nahezu gleich� Lediglich beim k�� 
 Modell scheint �T beim �ber

gang von der Grenzschicht zur Au	enstr�mung nicht so rasch abzusinken� Die turbulente
Frequenz ist in den inneren Grenzschichtbereichen am gr�	ten�

Beim k � � 
 Modell ist der Verlauf der Gr�	en �ber y� interessant �siehe Abb� ���� Man
erkennt� da	 die Maxima der turbulenten kinetischen Energie und der Dissipation nicht� wie
man zun�chst meinen k�nnte� zusammenfallen� Das Dissipationsmaximum ist n�her bei der
Platte� Die in FIDAP berechnete Dissipation� Glg� ����� ist zwar nicht ident mit der ther

modynamischen� siehe die entsprechenden Gleichungen in ����� Die Unterschiede zwischen
der thermodynamischen Dissipation und dem durch Glg� ���� berechneten Wert sind in Be

zugnahme auf Turbulenzmodelle jedoch vernachl�ssigbar� Daher kann davon ausgegangen
werden� da	 theoretische Zusammenh�nge qualitativ richtig wiedergegeben werden� Es wird
somit durch die k 
 Gleichung das Auseinandertriften von turbulenter kinetischer Energie
und Dissipation verst�ndlich� da k unter anderem von Konvektions
 und vor allem Di�u

sionstermen bestimmt wird� Wie in ���� auch hergeleitet wird� di�undiert die turbulente
kinetische Energie vom Maximum der Turbulenzproduktion �welches theoretisch bei y� �
���� liegt� siehe ����  nach beiden Seiten weg� F�r die Verteilung von k �ber y� siehe auch
Abb� ���� Zwischen Theorie und den Simulationsergebnissen sind Abweichungen vorhanden�

Zur turbulenten Z�higkeit beim k � � 
 Modell ist noch zu bemerken� da	 diese in der
freien Str�mung erheblichen Schwankungen �die wahrscheinlich durch das in diesem Teil
des Str�mungsgebietes zu grobe Netz bedingt werden unterworfen ist� Man kann jedoch
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davon ausgehen� da	 dies� da die Geschwindigkeitsgradienten in diesem Bereich verschwin

dend klein sind� die L�sung nicht nennenswert beein�u	t�

��� Gr�en des Baldwin � Lomax Modells

Wie bereits beschrieben wurde� ist das Baldwin 
 Lomax 
 Modell ein Zweischichtenmodell�
Es wird dabei die Z�higkeit der inneren Schicht mit der durch die D�mpfungsfunktion
modi�zierten Mischungswegformel ermittelt� Zur Z�higkeitsberechnung der �u	eren Schicht
werden die Gr�	en Fmax �siehe ���� und ymax herangezogen� Um eine Vorstellung �ber
diese� sowie auch �ber die weiteren Gr�	en des Baldwin 
 Lomax 
 Modells zu haben� wurde
Abb� ���� erstellt�

Abbildung ����! Gr�	en zufolge des Baldwin 
 Lomax 
 Modells

Interessant ist zun�chst� das Fmax �ber die ganze Plattenl�nge nahezu konstant ist� ymax�
also jene Stelle� wo lmixj�j das Maximum erreicht� entfernt sich jedoch mit wachsender Plat

tenl�nge von der Plattenober��che� An der Auswertestelle x�ausw kann ymax auch in Abb� ���
gefunden werden� Wie� soll durch die Ausf�hrungen im folgenden Absatz kurz aufgezeigt
werden�

Zun�chst ist festzuhalten� da	 im �u	eren Teil der Grenzschicht� das hei	t ab y� gr�	er
ungef� ���� lmix praktisch mit 
y� �bereinstimmt� Der Ein�u	 der Van Driest�schen D�mp

fungsfunktion auf lmix ist bei gro	em y� verschwindend klein� siehe Abb� ���� j�j ist prak

tisch gleich der partiellen Ableitung �u���y�� Dadurch gilt n�herungsweise mit Glg� ����
Fmax � max jy� �u��y� j� Allgemein wird in einem Diagramm� wo f�x� �ber lnx aufgetragen

��
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wird� das Maximum von x�f�x�
�x durch die gr�	te Steigung der Kurve ausgewiesen� In Abb�

��� ist u� als Abh�ngige von ln y� dargestellt� Das hei	t� da	 bei gro	en y� 
 Werten Fmax

an der Stelle der gr�	ten Steigung der Kurve liegt� Mit Fmax liegt auch ymax an dieser Stel

le� Die �berg�nge von y� zu y� und u� zu u� �ndern an dieser Aussage nichts� da sie nur
durch multiplikative Verkn�pfung mit Konstanen angestellt werden� Bei kleinem y� wird
das Produkt lmixj�j durch die Van Driest�sche D�mpfungsfunktion abgemindert� vergleiche
dazu Glg� ����� Dadurch ist im Bereich der laminaren Unterschicht auch lmixj�u��y� j kleiner
als 
y�j�u��y� j� �

� lmixj�j stimmt in diesem Bereich daher nicht mit der Steigung der Kurven

in �berein� da die Steigung durch y� �u
�

�y� gegeben ist� Wenn in Abb� ��� die Tangenten im
Bereich y� $ �� unter Umst�nden auch gr�	ere Steigungen besitzen als im Defektbereich�
so gilt trotzdem! F�r das Maximum von lmixj�j ist die gr�	te Steigung der Tangente im
Defektbereich verantwortlich� Fmax liegt also immer in diesem Bereich� Mit Fmax ist auch
ymax an den Defektbereich gebunden�

ymax hat auch einen entscheidenden Ein�u	 auf die Z�higkeit �vergleiche Glgn� ���� und
����� Damit kann man zumindest f�r den hier behandelten Fall der l�ngsangestr�mten Plat

te folgendes erkennen! Die Berechnung eines Defektbereiches durch das Baldwin 
 Lomax 

Modell liefert nicht nur gute Anpassung an experimentelle Daten� sie ist sogar Vorausset

zung� um durch diesen Modellansatz richtige Resultate zu erzielen�

Wie bereits bekannt ist� sind Geschwindigkeitspro�le u � u�y� im Defektbereich �ber der
Plattenl�nge x �hnlich� vergleiche z� Bsp� Abb� ���� Bei geeigneten Turbulenzmodellen wird
man daher mit ziemlicher Sicherheit annehmen k�nnen� da	 sie auch �hnliche L�sungen �ber
x liefern� Das tri�t auch auf das Baldwin 
 Lomax 
 Modell zu� Damit ist nun erkl�rt� warum
Fmax �ber der Plattenl�nge nahezu konstanant ist� Im Vorderteil der Platte hat man kleines
ymax� daf�r aber gro	e Gradienten �u���y�� Mit wachsender Plattenl�nge w�chst ymax an�
der Gradient nimmt ab� Die Proportionalit�tsfaktoren werden  %hnlichkeit vorausgesetzt
 ungef�hr gleich gro	 sein� Damit ist der ann�hernd gleiche Wert von maxjy� �u��y� j �ber der
Plattenl�nge begr�ndet� Das Produkt ymaxFmax� welches einen entscheidenden Ein�u	 auf
�To hat �Glgn� ���� und ����� nimmt mit zunehmender Plattenl�nge zu� Und zwar� wie
sich aus den vorigen Ausf�hrungen schlie	en l�	t� nahezu linear �wenn auch durch das eher
grobe Netz in relativ gro	en Spr�ngen� Wie bereits angef�hrt wurde� dient ymaxFmax dazu�
um den Ausdruck Ue�V in Glg� ���� zu ersetzen� Dabei wird� wie aus den Glgn� ���� und
���� hervorgeht� auch die Modellkonstante Ccp verwendet� Wie man durch Vergleich von
Abb� ��� mit ���� erkennt� gilt bei den hier vorliegenden Ergebnissen tats�chlich in guter
N�herung Ue�V � CcpymaxFmax �

Der Ersatz von Ue�V durch ymaxFmax kann� zumindest f�r den hier behandelten Fall der
ebenen Platte� nun noch weiter spezi�ziert werden! Zun�chst gilt� da	 �V und ymax einer

seits� und andererseits auch Ue und ymax

�Ue
�y in ihren Dimensionen �bereinstimmen� Da hier

Fmax nahezu konstant ist� kann man es daher als Ersatz f�r Ue deuten� ymax kann� da es mit
wachsender Plattenl�nge zunimmt� als Ersatzgr�	e f�r �V aufgefa	t werden� Ob nun die

se Spezi�zierung f�r geometrisch andere Str�mungsformen als der ebenen Plattenstr�mung
zul�ssig ist� kann nicht beurteilt werden� Es ist aber bei nicht so simplen Str�mungsgeo

metrien� wie bei der Platte� z� Bsp� bereits bei der Umstr�mung einer Ecke� die Festlegung
einer �Au	engeschwindigkeit� Ue nicht in eindeutiger Weise m�glich�
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In Abb� ���� sind auch die durch den Ausdruck CwkymaxU
�
dif�Fmax berechneten Resul


tate eingetragen� Dessen Werte sind stets gr�	er als jene von ymaxFmax� Wegen Glg� ����
wird damit bei der Simulation f�r Fwake das Produkt ymaxFmax herangezogen� Das ist also
richtigerweise jener Term von Glg� ���� rechts� der zur Berechnung von Grenzschichten zu
verwenden ist�

In Abb� ���� ist die Klebano��sche Intermittenzfunktion bei x� � ���� ��� und ��� dar

gestellt� Sie wurde mit Glg� ����� der zum Baldwin 
 Lomax 
 Modell geh�rigen Gleichung
f�r die Intermittenzfunktion ermittelt�

Abbildung ����! Klebano��sche Intermittenzfunktion des Baldwin 
 Lomax 
 Modells

Analog wie ymax mit der Plattenl�nge zunimmt� nimmt auch der Ort gleicher Intermittenz
mit wachsender Plattenl�nge zu� Die gew�nschte %hnlichkeit dieser Kurven zu jener in Abb�
��� ist durch die Glgn� ��� und ���� begr�ndet�

Die Z�higkeiten werden zur besseren �bersichtlichkeit wieder in zwei Diagrammen� eines
f�r die innere� das zweite f�r die �u	ere Schicht dargestellt� siehe Abbn� ���� und ����� Der
Zusammenhang von �T zu �T i und �To ist durch die Bedingungen Glg� ���� gegeben�

��
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Abbildung ����! Z�higkeiten� innere Schicht

Abb� ���� ist die Darstellung der Z�higkeiten �ber y�� Man sieht� da	 im inneren Grenz

schichtteil �T i die f�r �T bestimmende Gr�	e ist� �T i bleibt in n�chster Wandn�he zun�chst
sehr klein� beginnt aber dann rasch zu steigen� Der �bergang der turbulenten Z�higkeit �T
von den stark steigenden Werten von �T i zu den zun�chst nahezu konstanten Werten von
�To erfolgt relativ schro�� In Abb� ���� sind rechts noch stark schwankende Werte von �T i
feststellbar�

Zu den in Abb� ��� dargestellten Werten des Baldwin 
 Lomax 
 Modells k�nnen folgen

de Zusammenh�nge aufgezeigt werden! der Bereich der G�ltigkeit von Glg� ���� erscheint
in Abb� ��� als Gerade� in Abb� ���� jedoch ann�hernd parabelf�rmig� Wie man aus Abb�
���� entnimmt� ist in diesem Bereich eine nahezu lineare Zunahme der Z�higkeit mit y� zu
verzeichnen� F�r den an den Grenzschichtinnenteil angrenzenden Abschnitt des Defektbe

reiches �in Abb� ���� ab y� � ����	
� ist die Z�higkeit �T konstant� Die Konstanz von �T
tr�gt zu dem parabelf�rmigen Aussehen der Darstellung u� �ber y� im Bereich ����	
� $
y� $ ��	
� bei� Konstantes �T in diesem Bereich ist daher ein wesentlicher Beitrag zu der
Berechnung eines Defektbereiches beim Baldwin 
 Lomax 
 Modell�

��
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Abbildung ����! Z�higkeiten� �u	ere Schicht

In Abb����� wird die Z�higkeit �ber der dimensionslosen Koordinate y� aufgetragen� Auch
hier erkennt manWerte der Z�higkeit der inneren Schicht in der freien Str�mung� F�r �T i gilt
Glg� ����� j�j wird in den �u	eren Grenzschichtbereichen sehr klein �und ist damit dort f�r
die Gesamtl�sung unwesentlich� aber bez�glich y� auch stark schwankend� Dadurch kommt
es zu dem stark schwankenden Verlauf von �T i� Es ist daher in anderen F�llen als den dem
Diagramm zugrundeliegenden durchaus m�glich� da	 �T i auch im �u	eren Grenzschichtteil
unter �To sinkt� Wie Auswertungen an anderen Stellen als x�ausw zeigen� ist dies teilweise
bei der hier behandelten Platte auch tats�chlich der Fall� Um zu verhindern� da	 dort �T i
gleich �T gesetzt wird� wird die Bedingung nach Glg� ���� herangezogen� Durch ihre auf
den ersten Blick umst�ndliche Formulierung ist sichergestellt� da	 f�r y � ym stets �To f�r
die turbulente Z�higkeit �T herangezogen wird� ym liegt in unserem Fall bei ungef�hr ������ �

Man erkennt aus Abb� ����� da	 der Verlauf von �To durch die Klebano��sche Intermit

tenzfunktion vorgegeben ist� Es sind bei festem x� in Glg� ���� alle Gr�	en bis auf FKleb

konstant�

��� Schubspannungen

Durch die Auswertung mit IDL gelingt es� den Schubspannungsverlauf �ber der Plattenh�he
darzustellen� Ben�tzt wurde dazu die Beziehung

� � �L � �T � ��� �T �
�u

�y
� ����

Einige Erl�uterungen betre� der Diagrammerstellung� zun�chst bez�glich des k � � 
 und
k � � 
 Modells �Abbn� ���� bis ����! Die Geschwindigkeiten werden mit den zugeh�ri

gen Koordinaten dem FDOUT 
 File entnommen� Damit kann �	u

�y n�herungsweise durch �u
�y

berechnet werden� �blicherweise wird vorausgesetzt� da	 N�herungen dieser Art in Intervall

mitte besser zutre�end sind als an den R�ndern� F�r die weitere Rechnung wird daher �u

�y

��



�� Berechnungsergebnisse

auf Mittenkoordinaten �Koordinaten in der Mitte zweier benachbarter Knotenpunkte ange

setzt� Bei der Ermittlung der Z�higkeiten wurde zun�chst analog wie bei den Diagrammen
in Unterkapitel ��� vorgegangen� Dadurch liegen sie aber vorerst in den Knotenpunkten vor�
In weiterer Folge wurden dann die Z�higkeiten durch arithmetische Mittelung auf Mittenko

ordinaten umgelegt� Dies deswegen� damit eine sinnvolle Verkn�pfung mit �u

�y gew�hrleistet
ist� Weiters wurde die laminare Z�higkeit � addiert� Durch die Mittelung von �T und Addi

tion von � erh�lt der Z�higkeitsverlauf �ber y� bzw� y� gegen�ber voriger Abbildungen ein
geringf�gig anderes Aussehen� Speziell wird auch der stark schwankende Verlauf der turbu

lenten Z�higkeit des k � � 
 Modells au	erhalb der Grenzschicht� vergleiche Abbn� ��� und
����� gut gemittelt� Da ja auch interessant ist� wie die Geschwindigkeit� Ableitung dieser
und turbulente Z�higkeit als zur Schubspannungsberechnung n�tige Gr�	en zusammenwir

ken� wurden sie ebenfalls in die Diagramme aufgenommen� Im Falle des Baldwin 
 Lomax

 Modells konnten Z�higkeiten und Ableitungen �u

�y den Auswerte�les entnommen werden�
Die Daten beziehen sich jetzt jedoch  im Gegensatz zum k � � 
 und k � � 
 Modell  
auf Integrationsst�tzstellen� Da Z�higkeiten und Ableitungen nun auf gemeinsamen Koor

dinaten vorliegend �bernommen werden konnten� wurde die Diagrammerstellung wesentlich
vereinfacht� Die Berechnung von �	u

�y ist nicht n�tig� und auch die Geschwindigkeit u selbst
nicht erforderlich� weswegen sie hier nicht verwendet wurde�

Werte von Koordinaten als Grundlage der Diagramme Abbn� ���� und ���� �Baldwin 

Lomax 
 Modell gehen also aus den Integrationsst�tzstellen hervor� Die anderen Diagram

me basieren auf Knotenpunktskoordinaten� Dadurch ist das wandn�chste y� in Abb� ����
�ungef�hr ��� auch wesentlich kleiner als in Abbn� ���� und ����� Aus gleichem Grund ist
auch in fr�her vorgestellten Abbn� �z� Bsp� Abb� ��� das wandn�chste y� etliches gr�	er
als in Abb� ����� Zur Lage der Knoten versus Integrationsst�tzstellen siehe auch Abb� ����

Bei allen drei Modellen wird wieder Innen
 und Au	enteil der Grenzschicht getrennt ausge

wiesen� da der Schubspannungsverlauf in beiden Teilen von Interesse ist� Betre�s des Innen

teils wird y� als dimensionslose Koordinate verwendet� Es wird eine logarithmisch skalierte
Abszisse herangezogen� da einerseits die Verh�ltnisse in der laminaren Unterschicht und im
�bergangsgebiet von Interesse sind� und andererseits der Vergleich zu Abbn� ��� und ���� er

leichtert wird� Die den Grenzschichtau	enteil betre�enden Gr�	en werden �ber y� bei linear
skalierter Abszisse aufgetragen� Dies ergibt eine anschauliche Wiedergabe der Verh�ltnisse
im Defektbereich� und der Vergleich mit Abb� ��� ist besser m�glich�
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�� Berechnungsergebnisse

Abbildung ����! Schubspannung zufolge k � � 
 Modells� innere Schicht

Abbildung ����! Schubspannung zufolge k � � 
 Modells� �u	ere Schicht
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�� Berechnungsergebnisse

Abbildung ����! Schubspannung zufolge k � � 
 Modells� innere Schicht

Abbildung ����! Schubspannung zufolge k � � 
 Modells� �u	ere Schicht
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�� Berechnungsergebnisse

Abbildung ����! Schubspannung zufolge Baldwin 
 Lomax 
 Modells� innere Schicht

Abbildung ����! Schubspannung zufolge Baldwin 
 Lomax 
 Modells� �u	ere Schicht
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�� Berechnungsergebnisse

Die Schubspannung � wird abschnittsweise als stark schwankende Gr�	e ausgewiesen� Die

ser Bereich der Schwankungen l�	t sich ungef�hr mit � $ y� $ ���� festlegen� Gut ist dies
in den Abbn� ����� ���� und ���� erkennbar� In der laminaren Unterschicht �Abbn� ���� und
����� aber auch im Defektbereich sind jedoch nur geringe Schwankungen von � feststellbar�
Trotzdem weisen interessanterweise alle drei Modelle bez�glich des Schubspannungsverlau

fes � sehr �hnliche Ergebnisse aus� Deshalb werden sie auch nachfolgend kurz gemeinsam
kommentiert� F�r die innere Schicht stellt man� obwohl Geschwindigkeit und vor allem de

ren Gradient �	u

�y � aber auch die turbulente Z�higkeit gro	en %nderungen unterliegen� fest!
die Schubspannung ist in ihrem Mittelwert nahezu konstant� und das f�r y� bis zu �����
Dies stimmt mit der Theorie �berein� wo eine konstante Schubspannung vorausgesetzt wird�
Das Baldwin 
 Lomax 
 Modell weist die geringsten Schwankungen von � auf� Bez�glich
der �u	eren Schicht wird bei allen drei Modellen bei Plattenbeginn zun�chst der  jetzt
kleine  Bereich ungef�hr konstanter Schubspannung ausgewiesen� Danach folgt ein stetiger
Abfall auf verschwindend kleine Werte� Dies wiederum steht in gutem Zusammenhang zu
den experimentellen Ergebnissen� vergleiche Abb� ����

Zur Schubspannungsabnahme mit wachsendem y� beziehungsweise y� im Defektbereich
kann folgendes festgestellt werden! Bei Verwendung des k � � 
 Modells wird sie als am
st�rksten� bei Verwendung des k � � 
 Modells als am geringsten ermittelt� Bez�glich letzt
angesprochenen Modells ist dies verst�ndlich� da dieses auch in der von der Grenzschicht
unbeein�u	ten Str�mung hohe Z�higkeitswerte aufweist�

��� Weitere Diagramme � Vergleiche

Es sollen hier zun�chst Z�higkeiten als aussagekr�ftige Gr�	en verglichen werden� In Abb�
���� werden f�r die Verh�ltnisse an der Platte �y� � �
 die turbulente Z�higkeit zufolge
des k � � 
 Modells und die zufolge des Baldwin 
 Lomax 
 Modells und auch die laminare
Z�higkeit dargestellt�

Abbildung ����! Vergleich von Z�higkeiten
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�� Berechnungsergebnisse

Man erkennt zun�chst in Abb� ����� da	 beide Modelle im betrachteten Bereich f�r y� gut
�bereinstimmende turbulente Z�higkeiten ausweisen� F�r y� $ �� sind die turbulenten Z�

higkeiten kleiner als die laminaren� Es folgt weiters aus Abb� ����� da	 in der laminaren
Unterschicht tats�chlich die laminare Z�higkeit � der dominante Beitrag zur Gesamtz�

higkeit ist� Es bietet sich nun die Heranziehung von Abb� ��� an� In dieser ist f�r y� �
� sehr gute �bereinstimmung der Simulationsergebnisse an das Gesetz f�r die laminare
Unterschicht �Glg� ���� gegeben� Die Turbulenzmodelle n�hern also in der laminaren Un

terschicht den theoretischen Zusammenhang y� � u� gut an� Die Abh�ngigkeit von u vom
Wandabstand in der laminaren Unterschicht wird damit wie nach der Theorie auch zufolge
der Str�mungsmodellierungen von der laminaren Z�higkeit � gepr�gt�

Beim Baldwin 
 Lomax 
 Modell ist auch die turbulente Z�higkeit �T �ber einen gro	en
Bereich von y� konstant� Wie aus Abb� ���� hervorgeht� haupts�chlich im Defektbereich�
Im vorangegangenen Absatz wurde festgestellt� da	 konstante Z�higkeit � in der lamina

ren Unterschicht zu der Beziehung u� � y� f�hrt� Auch beim Defektbereich des Baldwin

 Lomax 
 Modells ist ein solcher Zusammenhang eindeutig feststellbar� vergleiche Abbn�
���� und ���� Die Konstanz von �T im Defektbereich ist daher o�ensichtlich ein wesentlicher
Faktor� da	 dieser Bereich auch deutlich im Sinne einer �berh�hung �ber das logarithmi

sche Wandgesetz ausgewiesen wird� Eine mathematische Beweisf�hrung gestaltet sich vor
allem wegen der stark unterschiedlichen Randbedingungen gegen�ber der laminaren Un

terschicht aufwendig und wird daher hier unterlassen� Betre�end Simulationsbedingungen
soll nur bemerkt werden� da	 in der laminaren Unterschicht und im Defektbereich nat�rlich
gleichartige Elemente verwendet werden�

Um eine Vorstellung von der turbulenten Z�higkeit �ber der Platte �d�h� �ber die Gesamt

l�sung zu vermitteln� wurden Konturdarstellungen von �T erstellt� vergleiche Abbn� �����
���� und �����
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Abbildung ����! turbulente Z�higkeit �ber der Platte� k � � 
 Modell

Abbildung ����! turbulente Z�higkeit �ber der Platte� k � � 
 Modell

Abbildung ����! turbulente Z�higkeit �ber der Platte� Baldwin 
 Lomax 
 Modell
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�� Berechnungsergebnisse

Man erkennt in allen drei Abbildungen gut das Anwachsen der turbulenten Z�higkeit mit
zunehmender Plattenl�nge� Gleichzeitig sieht man auch� da	 sich das Maximum von �T mit
wachsendem x� von der Platte weg nach au	en verschiebt� Interessant sind auch die Ergeb

nisse f�r �T zu Plattenbeginn� k � � 
 und Baldwin 
 Lomax 
 Modell zeigen turbulente
Z�higkeiten  wie zu erwarten  erst �ber der Platte� Beim k � � 
 Modell jedoch �Abb�
���� werden Bereiche erh�hter turbulenter Z�higkeit bereits vor der Platte ausgewiesen�

Beim Vergleich von Abb� ���� mit Abb� ���� beziehungsweise ���� f�llt auf� da	 im Fal

le des Baldwin 
 Lomax 
 Modells hohe Werte der turbulenten Z�higkeiten bis sehr nahe
an die Platte reichen� Die teilweise nahezu vertikalen Isolinien weisen au	erdem auf die
Tatsache hin� da	 f�r die Beziehung �T � �T �y

�� in gro	en Bereichen nahezu  oder auch
g�nzlich  �T � konst� gilt �vergleiche dazu Abb ����� Die durch das Baldwin 
 Lomax

Modell berechnete turbulente Z�higkeit verh�lt sich stark anders� als jene� die durch das
k�� beziehungsweise k� � 
 Modell ermittelt werden� Im Falle beider letzt angesprochener
Modelle gestaltet sich die Beziehung �T � �T �y

�� wesentlich kontinuierlicher� vergleiche
auch Abbn� ���� und ����� Ein Abschnitt mit �T � konst� ist hier nicht vorhanden� Das
Fehlen eines solchen ist insofern bedeutsam� da das Geschwindigkeitspro�l u� �ber y� von
der Z�higkeit stark beein�u	t wird� Neben der Z�higkeit sind aber auch die Bedingungen in
den an den Defektbereich angrenzenden Bereichen f�r das Geschwindigkeitspro�l von gro	er
Bedeutung� Welches die dominanten Ein��	e sind� kann aber ohne weitergehende �berle

gungen nicht gesagt werden� In diesem Zusammenhang soll darauf hingewiesen werden� da	
beim k � � 
 Modell das Geschwindigkeitspro�l im Defektbereich nicht richtig ermittelt
wird� Nicht richtig insofern� als da	 es zu keiner �berh�hung des Geschwindigkeitspro�ls
u� � f�y�� gegen�ber dem logarithmischen Wandgesetz kommt� vergleiche Abb� ���� Ver

gleichsrechnungen zeigen diesen Mangel auch bei Netzen mit wesentlich mehr Elementen
�ber der Platte� Das k � � 
 Modell weist den Defektbereich in groben Z�gen richtig aus�

Eine Anmerkung zu dem stark schwankendem Verlauf der Isolinien f�r kleine Werte von
�T in den �u	eren Grenzschichtbereichen! verantwortlich daf�r ist zum einen das dort vor

liegende grobe Netz� Eine weitere Ursache daf�r sind die Eigenheiten der Algebraisierung
bei der Finiten 
 Elemente 
 Methode �Form der Ansatzfunktionen�

Einen �berblick �ber Konvergenz und Rechenzeiten betre�end k�� 
 � k�� 
 und Baldwin

 Lomax 
 Modell soll Tabelle ��� geben� Die Abbruchschranke ist bei allen drei Modellen
die gleiche� Dazu soll angemerkt werden� da	 Vergleichsrechnungen mit kleinerer Abbruch

schranke vor allem beim Baldwin 
 Lomax 
 Modell zu besseren Ergebnissen� vor allem
bez�glich der Ann�herung an das logarithmische Wandgesetz �vergleiche Abb� ��� f�hren�
Im Gegensatz dazu ist bei den anderen beiden� vor allem beim k � � 
 Modell� eine Ver

besserung der Ergebnisse in erster Linie durch Vergr�	erung der Elementanzahl �ber der
Plattenh�he erzielbar�

F�r eine gewisse Vervollst�ndigung der Informationen bez�glich der Rechenzeiten ist auch
eine Vergleichsrechnung durchgef�hrt worden� Bei dieser wurde in der Subroutine lediglich
�T � konst� gesetzt� weitere Berechnungen und Ein
 und Ausgabe von Daten in Files wurden
unterlassen� Die Festlegung der Iterationszahl erfolgte dabei mit ���

��
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Gesamtrechenzeit Zeit pro Iterat�
Anzahl der Iterationen

�s� �s�

k � � 
 Modell ���� ������� ����
k � � 
 Modell ���� ������� ����

Baldwin 
 Lomax 
 Modell ��� �������� �����
Vergleichsrechnung �� ����� ����

Tabelle ���! Konvergenz und Rechenzeiten

Das k�� 
 Modell ben�tigt geringf�gig mehr Iterationen zur Erreichung der Konvergenz als
das k � � 
 Modell� Die Gesamtrechenzeit �Total Solution Time und die Gesamtrechenzeit
pro Iteration sind beim k� � 
 Modell am geringsten� Die weitaus kleinste Iterationsanzahl
um eine konvergente L�sung zu erreichen ben�tigt das Baldwin 
 Lomax 
 Modell� Trotzdem
sind bei ihm die gr�	ten Rechenzeiten gegeben� Die Gr�nde daf�r sind in den restriktiven
Implementierungsm�glichkeiten von Unterprogrammen in FIDAP ��bergabe von Werten
nur Element f�r Element� aber auch in der nicht optimierten Subroutine selbst zu suchen�
Durch Optimierung letzterer ist noch eine bedeutende Reduktion der Rechenzeiten zu er

warten�

Zum Verlauf der Residuen ist anzumerken� da	 dieser bei allen drei Modellen als ein stetiger
vorliegt� Dies ist nicht zuletzt eine Folge der Stabilisierungsma	nahme uy � � am Austritt�

��



Kapitel �

Folgerungen und Hinweise f�r weitere

Arbeiten

��� Abschlieende Kommentierung der Ergebnisse

Zu den Ergebnissen soll zusammenfassend folgendes festgehalten werden! Alle drei n�her
untersuchten Modelle weisen f�r Reibungs
 und Widerstandsbeiwerte bei h�heren Reynolds

zahlen gute Ergebnisse aus� Bez�glich der Geschwindigkeitsverteilung �ber der Plattenh�he
errechnen k � � 
 und Baldwin 
 Lomax 
 Modell auch den Defektbereich gut� Gr�	ere Un

terschiede zeigen sich jedoch beim qualitativen Verlauf der turbulenten Z�higkeit �ber der
Platte� Vor allem jene vom Baldwin 
 Lomax 
 Modell ermittelte weicht st�rker ab� wobei
aber die anderen Gr�	en zufriedenstellend  und somit mit den experimentellen Daten ei

nigerma	en gut �bereinstimmend  ausgewiesen werden�

Man k�nnte zun�chst ein wenig �berrascht sein� da	� abgesehen vom einfachen Mischungs

wegl�ngenansatz� die einzelnen Modelle einigerma	en gut �bereinstimmende und an die
Theorie und den Experimenten angepa	te Ergebnisse liefern� Aber es ist folgendes zu be

denken! Die den einzelnen Turbulenzmodellen zugeh�rigen Konstanten sind im allgemeinen
so festgelegt� da	 mit dem jeweiligem Modell eine gro	e Klasse von Str�mungen erfa	t wer

den kann� siehe z� Bsp� ��� oder ���� �blicherweise wird die turbulente Plattengrenzschicht
als berechenbar mit eingeschlossen� Zur Festsetzung der Modellkonstanten stehen Me	da

ten verschiedener Versuche zur Verf�gung� Bei Nachrechnung dieser Versuche mittels gut
brauchbarer Turbulenzmodelle �wie dem k� � 
 oder dem k�� 
 Modell m�ssen bei deren
richtigem Einsatz nahezu jene Ergebnisse erreicht werden� wie sie durch die Me	daten der
Versuchsstr�mung vorliegen� Da mit ziemlicher Sicherheit anzunehmen ist� da	 auch die ex

perimentellen Ergebnisse �ber die turbulente Plattengrenzschicht eine der Grundlagen f�r
die Bestimmung der Modellkonstanten der einzelnen Modelle darstellt� sind die gut �ber

einstimmenden Ergebnisse zwischen Experiment und Simulationsergebnissen nicht weiter
�berraschend� In diesem Zusammenhang soll aber noch einmal darauf hingewiesen werden�
da	 der Einsatz vierknotiger Elemente bei dem hier angewendeten Rechennetz keine brauch

baren Resultate lieferte�

Wie die hier angestellten Berechnungen erkennen lassen� sind mit dem k � �
 und dem
Baldwin 
 Lomax 
 Modell bei feinerem Netz qualitativ bessere Ergebnisse erzielbar� Das

��
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Netz ist bez�glich dieser Modelle als akzeptierbares� doch grobes zu bezeichnen� Die Inter

valle hinsichtlich der Plattenl�nge und auch 
h�he sind zu gro	� Vergleichsrechnungen deuten
darauf hin� da	 mit besserer Netzfeinheit� speziell auch in den �u	eren Grenzschichtberei

chen� die Ergebnisse doch noch verbessert werden k�nnten� Andererseits mu	 man bedenken�
da	 bei besserer Str�mungsau��sung andere Faktoren sehr an Ein�u	 gewinnen� so da	 man
auch die Auswirkungen dieser betrachten beziehungsweise in die Auswertung mitaufnehmen
m�	te� Es sind dies zum Beispiel die Randbedingungen� aber vor allem die Frage der turbu

lenten Z�higkeit in der drehungsfreien Str�mung� Wie verh�lt sie sich im str�menden Fluid)
Im Falle des k�� 
 und k�� 
 Modells wird sie �ber die Randbedingungen von turbulenter
kinetischer Energie und Dissipation in die Berechnung eingebracht� Vergleichsrechnungen
zeigen� da	 �T � im Gegensatz zu k und �� nur wenig im Str�mungsverlauf abnimmt� Ob dies
realit�tsgetreu ist� kann schwer beurteilt werden� Beim Baldwin 
 Lomax 
 Modell ist die
turbulente Z�higkeit in der von der Grenzschicht unbeein�u	ten Str�mung �berhaupt ge

gen�ber der laminaren vernachl�ssigbar� Dies ist jedoch im Falle von Str�mungsmaschinen
unrealistisch� Wegen der bei diesen Maschinen stets vorhandenen Geschwindigkeits�nde

rungen und Umlenkungen der str�menden Medien sind stets auch in Str�mungsgebieten�
die nicht von der Grenzschicht beein�u	t werden� Turbulenzen zu erwarten� Es sind daher
auch in diesen Gebieten Z�higkeiten anzusetzen� die weit �ber die laminare hinausgehen�
Bei Str�mungen� die durch Bewegung von festen K�rpern durch ruhende Medien entstehen
��external �ows�� z� B� Trag��gel� kann jedoch von verschwindendem Turbulenzgrad und
damit von verschwindender turbulenter Z�higkeit in der von der Grenzschicht unbeein�u	

ten Str�mung ausgegangen werden�

Bei Berechnungen in der Ebene sind nun die Auswirkungen der Z�higkeit im freien Str�

mungsfeld wegen der dort kleinen vorherrschenden Geschwindigkeitsgradienten eher gering�
Anders ist dies bei r�umlichen Str�mungssimulationen� Es kann erwartet werden� da	 die
Z�higkeit die Wirbelbildung im Raum doch entscheidend beein�u	t� Bez�glich der Str�

mung �ber der Platte soll noch einmal festgestellt werden� da	 Zweigleichungsmodelle zwar
Reibungsbeiwerte gut berechnen� aber weniger geeignet sind� den Defektbereich sauber aus

zuweisen� Ein Ein�u	 dieses Bereiches auf die gesamte Str�mung ist zwar vorhanden� er soll
aber speziell bei ebenen Problemen nicht �berbewertet werden�

Um eine weitergehende Bewertung der Turbulenzmodelle zu erm�glichen� w�ren vor allem
r�umliche Str�mungsberechnugen n�tig� Deren Ergebnisse sollten dann an Versuchsergeb

nissen gemessen werden� wodurch der Ein�u	 und die Wirkung der Randwerte �k und �
erkenntlich w�rde�

Als Resumee der Implementierung des Baldwin 
 Lomax 
 Modells in FIDAP gilt kurz gefa	t
folgendes! Es liefert dieses Modell� verglichen mit den anderen verwendeten� tats�chlich qua

litativ gute Ergebnisse� bei gleichzeitig wesentlich geringerer Iterationsanzahl� �Hinweis! Die
Iterationsanzahl h�ngt stark vor allem von den Relaxationsfaktoren ab� Eine Parameterstu

die� inwieweit diese die Iterationsanzahl beein�u	en� wurde nicht durchgef�hrt� Wegen der
restriktiven Eingri�sm�glichkeiten und des damit verbundenen aufwendigen Datentransfers
durch die Subroutine kommt es aber zu langen Rechenzeiten� Sie sind l�nger als bei Verwen

dung von FIDAP 
 internen Turbulenzmodellen� Das hier auf diese Weise implementierte
Baldwin 
 Lomax 
 Modell ist daher weniger geeignet� um rasch ein Ergebnis zu erlangen� Es
kann aber sehr gut f�r eher tiefergehende Berechnungen verwendet werden� Dies deswegen�

��
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da durch die Subroutine doch ein gewisser Eingri� auf str�mungsbestimmende Parameter
�zum Beispiel Randbedingungen m�glich ist� Geachtet werden mu	 jedoch bei vertiefenden
Berechnungen auf den Ein�u	 des Diskretisierungsverfahrens �Finite 
 Elemente�� er ist ge

gebenenfalls n�her zu betrachten� Die Behandlung weiterer str�mungstechnischer Aufgaben
mittels des Baldwin 
 Lomax 
 Modells ist damit wegen der hier erzielten� zufriedenstellen

den Ergebnisse vielversprechend�

��� Hinweise f�r weitere Arbeiten

Da die Berechnungsergebnisse zufriedenstellend sind� kann mit der hier begonnenen Model

lierung an zahlreiche neue Probleme herangegangen werden� Bevor einige dieser Aufgaben
vorgestellt werden� eine eher allgemeine Bemerkung! bei der Erstellung der Subroutinen
m�ssen zun�chst Richtigkeit und dann kurze Rechenzeiten durch Programmverbesserungen
angestrebt werden� z� Bsp� durch Reduzierung und Zusammenfassung von Ein
 und Ausga

beoperationen� Durch k�rzere Rechenzeiten ist es m�glich� das Netz zu verfeinern und damit
exaktere Resultate zu erhalten� Auch wird es m�glich� kompliziertere Str�mungsvorg�nge
hinsichtlich r�umlicher Kon�gurationen mit hinreichender Netzau��sung zu simulieren� wo

bei auch mittels Subroutine wichtige Gr�	en� wie z� Bsp� der Wandabstand� berechnet wer

den k�nnen�

Als erstes zu behandelndes Problem dr�ngt sich  wie bereits bei Vergleichsrechnungen
durchgef�hrt  die Simulation des Nachlaufgebietes auf� Wie bekannt� sollte im Baldwin 

Lomax 
 Modell dabei f�r die Berechnung der Z�higkeit der �u	eren Schicht der zweite Term
von Glg� ���� zum tragen kommen� Durch die Hinzunahme eines Str�mungsbereiches hinter
der Platte w�rde daher eine gewisse vervollst�ndigte Anwendung des Baldwin 
 Lomax 

Modells vorliegen� Als Erg�nzung zu dieser Aufgabe k�nnte gleichzeitig eine n�here Analyse
der Str�mung ab der Plattenhinterkante erfolgen �Entwicklung der Nachlaufdelle�

Ein zweites wichtiges Vorhaben k�nnte die Hinzunahme eines laminaren Anlaufst�ckes sein�
Bei kleineren Reynoldszahlen hat der laminare Anlauf auf den Widerstandsbeiwert eine
doch erhebliche Auswirkung im Sinne einer Schm�lerung dessen� Um dabei Instabilit�ten
hintanzuhalten� kann der laminar 
 turbulent �bergang als stetiger �bergang modelliert
werden� Ein solcher ist realit�tsgetreuer als ein abrupter �bergang� Ein Fernziel k�nnte
sein� den laminar 
 turbulent �bergang an zus�tzliche Parameter zu koppeln �zum Beispiel
dem Turbulenzgrad der Au	enstr�mung�

Ein weiteres� auch theoretisch anspruchsvolles Problem ist die Simulation der Str�mung
direkt an der Plattenvorderkante� Diese Rechnungen k�nnten aber damit gekoppelt wer

den� die �u	erst unangenehme Tatsache des Massendefektes n�her zu untersuchen �es kann
dieser doch f�r Anwendungen des Finiten 
 Elemente 
 Verfahrens hinderlich werden� Um
diesen zu minimieren beziehungsweise zu unterbinden� sollte dabei nach dazu geeigneten
Modellierungen Ausschau gehalten werden� Mit diesem Problemkreis gekoppelt ist die Fra

ge der Elementgeometrie� Es bietet sich bei Ecken �Plattenvorderkante ein �bergang auf
Dreieckselemente an� soda	 hier auch der Ein�u	 der Elementgeometrie betrachtet werden
kann� Auch das unterschiedliche Verhalten von vier
 und neunknotigen Elementen k�nnte

��



�� Folgerungen und Hinweise f�r weitere Arbeiten

dabei untersucht werden� Allgemein mu	 der �bergang auf andere als rechteckige Elemente
f�r Simulationsaufgaben als m�gliche Variante immer beachtet werden� Leider ist dabei  
zum Beispiel bei Verwendung von Dreieckselementen bei der ebenen Platte  eine wesent

lich gr�	ere Elementanzahl erforderlich� Bei besseren Ressourcen der Datenverarbeitung ist
es aber durchaus vorstellbar� da	 andere Elementformen eingesetzt werden k�nnen und die
Rechteckselemente wegen ihrer Starrheit beim Netzaufbau verdr�ngen�

Eine f�r die praktische Problematik sehr wichtige Weiterf�hrung der Anwendungen der
Turbulenzmodelle und somit des Baldwin 
 Lomax 
 Modells besteht in der Anwendung auf
r�umliche Probleme� Wie bereits angedeutet wurde� ist zu ho�en� da	 durch Vergleich der
Rechenergebnisse mit Versuchsdaten St�rken und Schw�chen der Turbulenzmodelle deutli

cher zum Ausdruck kommen� Bei der Berechnung der Z�higkeit �ber Subroutinen hat man
nun die M�glichkeit� abweichend von den Modellvorschl�gen� Werte vorzugeben� Dies ist vor
allem zur Modellierung der freien Str�mung wichtig� Es kann erwartet werden� da	 die in ihr
vorhandene Z�higkeit das r�umliche Str�mungsbild erheblich beein�u	t �Sekund�rwirbel�
Aber erst durch solche Berechnungen und Ergebnisvergleich mit experimentellen Daten
gelingt es� ein Gef�hl f�r den richtigen Einsatz der numerischen Str�mungsmechanik zu ent

wickeln� und auch Hinweise �ber das tats�chliche Str�mungsbild k�nnen unter Umst�nden
gewonnen werden�
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