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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Berechnung der ebenen turbulenten Str�mung in
einem NACA 
��Verdichtergitter� Die Berechnungsergebnisse werden mit Me�daten aus dem
Bericht NACA ��
� verglichen�

Zu Beginn wird die Systematik der Bezeichnungsweise der von der NACA entwickelten
Pro�le zusammengefa�t� Gewisse Merkmale der Pro�le
 die sich auch in den Bezeichnungen
wieder�nden
 werden mit Hilfe der klassischen Theorie der Singularit�tenbelegung erl�utert�

Anschlie�end werden die Charakteristiken des Verdichtergitters aus dem Bericht NACA ��
�
erstellt� Unter Charakteristik eines Schaufelgitters versteht man dabei dessen Umlenkungs�
und Verlusteigenschaften� Weiters werden als Versuchsergebnisse die auf den NACA�
Messungen basierenden Mellor�Charts herangezogen�

Als Einleitung f�r das folgende Rechenverfahren werden Grundbegri�e turbulenter Str��
mungen erl�utert� Zur Modellierung der Turbulenz wird hierbei das Standard��k� ���Modell
verwendet� Die bekannten Erhaltungsgleichungen der laminaren Str�mung werden daraufhin
um die beiden Bilanzgleichungen f�r k und � erweitert�

Danach werden die Grundlagen des zur Berechnung verwendeten CFD�Softwarepaketes
FIDAP
 welches auf Basis der Methode der Finiten�Elemente die reynoldsgemittelten
Navier�Stokes�Gleichungen l�st
 angef�hrt�

Aus den berechneten lokalen Str�mungsgr��en werden geeignete Mittelwerte gebildet� Diese
Mittelwerte beschreiben Abstr�mwinkel und Totaldruckverlustbeiwert in Abh�ngigkeit des
Anstr�mwinkels� Beim Abstr�mwinkel besteht gute �bereinstimmung zwischen Rechnung
und Experiment� Der Totaldruckverlust wird dagegen deutlich zu hoch berechnet� Um
bessere �bereinstimmung zwischen den errechneten und gemessenen Gr��en zu erzielen

wurde in weiterer Folge die zus�tzliche numerische Di�usion des Finiten�Elemente Verfahrens
der Aufgabenstellung angepa�t� Es zeigte sich hierbei der starke Ein�u� der zus�tzlichen
numerischen Di�usion sowohl auf das Ergebnis als auch auf die Stabilit�t des gesamten
Rechenverfahrens�

Nach erfolgreicher Abstimmung des Rechenverfahrens konnte eine deutliche Ann�herung
zwischen den Berechnungs� und Versuchsergebnissen erreicht werden�

Den Abschlu� bilden Vorschl�ge f�r weitere Arbeiten auf dem Gebiet der Kompressoraero�
dynamik�
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Kapitel �

Einleitung und Aufgabenstellung

F�r die Berechnung des Kennfeldes eines vielstu�gen Axialverdichters sind die Charakteristi�
ken der einzelnen Schaufelreihen von grundlegender Bedeutung� Unter Charakteristik einer
Schaufelreihe versteht man dabei ihre Umlenkungs� und Verlusteigenschaften� Unter Vernach�
l�ssigung der Rande�ekte gen�gt die Kenntnis der Charakteristiken des ebenen Schaufelgit�
ters� Das ebene Schaufelgitter erh�lt man durch Abwicklung eines koaxialen Zylinderschnittes
durch das Lauf� und das Leitrad� Allgemein sind Abstr�mwinkel und Totaldruckverlustbei�
wert eines Verdichtergitters abh�ngig von�

� Zustr�mwinkel ��
� Machzahl der Zustr�mungMa�

� Reynoldszahl der Zustr�mung Re�
� Turbulenzgrad der Zustr�mung Tu�

Beschr�nkt man sich auf subsonische Str�mung bei kleiner Zustr�mmachzahl
 so kann der
Ein�u� der Machzahl vernachl��igt werden� Die Reynoldszahl ist �blicherweise so hoch
 da�
ihr Ein�u� ebenfalls vernachl��igt werden kann� Der Turbulenzgrad der Gitteranstr�mung
wird vom Turbulenzgrad der Abstr�mung des vorhergehenden Verdichtergitters bestimmt�
Dabei spielt auch der instation�re Charakter der Str�mung aufgrund der Relativbewegung
der Gitter eine Rolle� Man kann davon ausgehen
 da� sich der Turbulenzgrad bei Teillasten
nur unwesentlich gegen�ber dem Turbulenzgrad im Auslegungspunkt �ndert� Daher ist
auch der Ein�u� des Turbulenzgrades von untergeordneter Bedeutung� Das hei�t
 im
vorliegenden Fall werden Umlenkungs� und Verlusteigenschaften des Verdichtergitters mit
konstanter Geometrie im wesentlichen von der Richtung der Zustr�mung bestimmt� In einem
vielstu�gen Axialverdichter �ndern sich die Zustr�mrichtungen zu den einzelnen Gittern bei
Abweichungen vom Auslegungspunkt�

Die Geometrie eines ebenen Verdichtergitters wird durch die Pro�lform
 den Sta�elungs�
winkel und durch das Verh�ltnis von Sehnenl�nge zu Schaufelteilung �Solidity� bestimmt�
Die Pro�lform wird dabei haupts�chlich durch den Machzahlbereich
 f�r den das Gitter
ausgelegt ist
 bestimmt� Bei niederen Machzahlen werden in vielstu�gen Axialverdichtern
bis heute sehr h�u�g Pro�le der sog� NACA 
� �Serie eingesetzt� Bei der Anwendung solcher
Pro�le kann auf ein umfangreiches Datenmaterial zur�ckgegri�en werden� Es handelt sich
dabei um Ergebnisse aus Pro�ldruck� und Nachlaufmessungen in ebenen Gitterwindkan�len�
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KAPITEL �� EINLEITUNG UND AUFGABENSTELLUNG �

Den Mittelpunkt der vorliegenden Diplomarbeit soll ein NACA 
� �Pro�l mittlerer W�lbung
in einer typischen Gitterkon�guration bilden� Mit Hilfe des Finite�Elemente Programmpake�
tes FIDAP soll die station�re
 ebene
 inkompressible
 reibungsbehaftete Str�mung in diesem
Verdichtergitter berechnet werden� Aus den berechneten Daten sollen die Charakteristiken
des Verdichtergitters bestimmt werden� Durch Vergleich mit den gemessenen Gittercharak�
teristiken sollen die St�rken und Schw�chen des CFD�Programmes bei der Berechnung von
verz�gerten Str�mungen in Schaufelgittern herausgearbeitet werden� Besonders Augenmerk
ist dabei auf die Bestimmung des Betriebsbereiches des Verdichtergitters
 ausgedr�ckt durch
die Zustr�mwinkel f�r das Auftreten von Saugseiten� und Druckseitenabl�sung
 zu legen�



Kapitel �

Systematik der NACA ���Pro�le

��� Pro�lgeometrie

In den f�nfziger Jahren erkannte das National Advisory Committee for Aeronautics �NACA�
aus einer gro�en Anzahl von Versuchen
 da� sich eine laminare Grenzschicht zwischen Pro�l�
ober��che und freier Str�mung positiv auf die aerodynamischen Beiwerte wie zum Beispiel
die kritische Machzahl
 den Auftriebs� und den Widerstandsbeiwert auswirkt� Die Forderung
nach einer laminaren Grenzschicht f�hrte auf eine konstante Druck� beziehungsweise Di�e�
renzdruckverteilung entlang der Pro�lsehne� Dies sollte das Kennzeichen der NACA 
�Serie
sein�
Die NACA 
�Pro�lenserienbezeichnung besteht �blicherweise aus einer sechsstelligen Num�
mer mit einer zus�tzlichen Angabe zur verwendeten Skelettlinie� Abb������ zeigt die in der
Aerodynamik �blichen Parameter am Pro�l�

Abbildung ���� Charakteristische Abmessungen am Pro�l

Als Beispiel der NACA�Pro�lbezeichnungssystematik m�ge hier die Bezeichnung NACA 
�
��
���
 a 	 
�� entschl�sselt werden
 siehe auch ����

� ��Zi�er ��
�� bezeichnet die Pro�lserie�
� ��Zi�er ����� gibt die Lage des Ortes des minimalen Druckes bzw� der maximalen Ge�
schwindigkeit bzw� den Ort des Dickenmaximums in Zehntel der Sehnenl�nge an� Ge�
messen wird die Angabe an einem symmetrischen Pro�l mit CA 	 
 von der Pro�lnase
in Richtung der Pro�lhinterkante�

� ��Zi�er ����� gibt die Abweichung vom Auslegungswert des Auftriebsbeiwertes ��Design
Lift Coe�cient�� in Zehntel an
 innerhalb der auf beiden Pro�lseiten ein g�nstiger
Druckgradient erhalten bleibt�

�
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� Nach dem Bindestrich�

� ��Zi�er ����� gibt den Auslegungsauftriebsbeiwert des isolierten Pro�les in Zehntel an�
� ��u���Zi�er������ gibt das Verh�ltnis der maximalen Pro�ldicke zur Sehnenl�nge in
Prozent an�

Die Bezeichnung a 	 
�� kennzeichnet die verwendete Skelettlinie� Fehlt diese Angabe
 ist
dies mit a 	 � gleichzusetzen� Der Wert a gibt den Bereich
 gemessen von der Pro�lnase
und bezogen auf die Sehnenl�nge c an
 in dem die Druckverteilung auf der Pro�lober��che
konstant ist
 d�h� der Druckgradient ist hier gleich Null� Im Bereich a � x � c f�llt die
Druckverteilung linear zur Hinterkante hin ab
 siehe Abb�������

Abbildung ���� Druckverteilung auf der Skelettlinie ����

Das in Abb������ auftretende �Cp wird durch Glg������ de�niert und entspricht einer di�
mensionslosen Druckdi�erenz zwischen Druck� und Saugseite des Pro�les� Statt der Angabe
�a 	 
��� �ndet man auch manchmal die Bezeichnung �A��� Wird ein Pro�l durch lineares
Vergr��ern oder Verkleinern der urspr�nglich bezeichneten Dickenverteilung erzeugt
 wird es
wie folgt bezeichnet� NACA 
����	�����
 a 	 
��� Die Werte au�erhalb der Klammer behalten
ihre urspr�ngliche Bedeutung�

� Die ��Zi�er in der Klammer ����� gibt wieder die zul�ssige Abweichung vom Ausle�
gungsauftriebsbeiwert in Zehnteln an�

� Die ��u��� Zi�er ���	�� geben das Verh�ltnis der maximalen Pro�ldicke zur Sehnenl�nge
der urspr�nglichen Dickenverteilung in Prozent an�

Dies sind die g�ngigsten Bezeichnungen der NACA 
�Serie� Zur weiteren Vertiefung emp�ehlt
sich die einschl�gige Literatur
 zum Beispiel ����

Diese Arbeit wird sich mit Pro�len der Klasse NACA 
����� 
 a 	 � besch�ftigen� Es soll nun
kurz der Weg
 wie man mit Hilfe der Singularit�tenmethode die Form des Pro�les bestimmt

skizziert werden� Der Theorie gem�� wird die W�lbung des Pro�les mit der Skelettheorie
 die
Dickenverteilung mit der Tropfentheorie behandelt�
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��� Bestimmung der Skelettlinie

Der Rechengang
 aus einer gegebenen Zirkulationsverteilung die Form der Skelettlinie zu
bestimmen
 wird nach ���� als ��Hauptaufgabe bezeichnet� Der allgemeine Ansatz f�r die
Zirkulation lautet

d� 	 k�x�dx�

mit k�x� als Wirbeldichte oder Wirbelst�rke pro L�ngeneinheit�

Mit Hilfe des Biot�Savart� schen Gesetzes ergeben sich die induzierten Geschwindigkeitskom�
ponenten u�x� y� und v�x� y� auf der Skelettlinie� F�r schwach gew�lbte Pro�le sind diese
ann�hernd gleich den Werten auf der Pro�lsehne �y 	 
�� Die Integrationsvariable wird im
folgenden mit � gekennzeichnet�
Somit ergibt sich�

u�x�� 	 ��

�
k�x�� �����

v�x�� 	 � �

��

�Z
�

k�x�
�

�d
x�

�

x� � x��
mit x� 	

x

c

Die kinematische Str�mungsbedingung lautet mit �
 dem Anstellwinkel des Pro�les�

U���� dy��s��x��

dx�
� � v�x�� 	 
� �����

Das hochgestellte s bezeichnet die Skelettlinie� U� steht f�r die Anstr�mgeschwindigkeit des
Pro�les�

Setzt man v�x�� in die kinemat� Str�mungsbedingung ein und integriert �ber x�
 so ergibt
sich die dimensionslose y�Koordinate der Skelettlinie y��s��x�� zu

y��s��x�� 	 �x� �
�Z
�

k�x�
�

�

U�
� ln jx

� � x�
�

x�
�

jdx�� mit y� 	
y

c
� �����

Die Di�erenz der statischen Druckbeiwerte zwischen Ober� und Unterseite des Pro�les
�Cp�x�� ergibt sich in ���� zu

�Cp�x
�� 	 �

k�x��

U�
� �����

Die Pro�le der NACA 
�Serie wurden f�r eine konstante Druck� beziehungsweise Geschwin�
digkeitsverteilung entworfen� So folgt aus Glg������
 da� die Wirbeldichte hier konstant zu
setzen ist�
H�Glauert hat f�r die Wirbeldichte einen Fourier �schen Ansatz vorgeschlagen�

k� ��� 	 �U��A� tan
��

�
�

NX
n��

An sin�n ���� mit �� 	 arccos��x� � �� �����

F�r die NACA 
�Serie gilt demnach�

k 	 �U�C mit C konstant ���
�
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Abbildung ���� Abh�ngigkeit CA�D vom W�lbungswinkel des Kreissektors

Die Pro�lw�lbung � ist in Abb������ dargestellt�

��	 Bestimmung der Dickenverteilung

Die Bestimmung der Dickenverteilung mit Hilfe der Tropfentheorie ist prinzipiell �hnlich
der Bestimmung der Skelettlinie durch die Skelettheorie� J�Allen hat gezeigt
 da� sich eine
Glauert �sche Reihe in zielf�hrender Weise auch auf die Quellenbelegung der Pro�lsehne an�
wenden l��t� Trotzdem ist die korrekte L�sung dieses Problems
 insbesondere f�r die NACA

��Pro�le
 nicht so anschaulich herbeizuf�hren wie im Falle der Skelettlinie� So m�ge an die�
ser Stelle nur eine in ���� gefundene Approximationsfunktion des Tropfens angegeben werden�
Die dimensionslose y�Koordinate des Pro�ltropfens wird mit y��d��x�� bezeichnet und ergibt
sich zu

y��d��x�� 	
d

c
��� x��

��
���
p
x� � 
�����x�� ��

��x��� ������x�	

�� 
����
x�
� ������

Das Pro�l h�tte mit dieser Dickenverteilung eine unendlich spitze Hinterkante
 die nat�rlich
nicht herstellbar ist� Es haben sich deshalb verschiedene M�glichkeiten etabliert
 das Pro�l
fertigungstechnisch g�nstiger zu ver�ndern� Zwei dieser Ab�nderungen werden im folgenden
vorgestellt�

� Ab 
	! der Sehnenl�nge wurde die Kontur linear zu einem Hinterkantenradius von
r�c 	 
��� verj�ngt�

� Es wurde ein Tropfen mit d�c 	 
���� auf d�c 	 
��
� verkleinert und um y 	
�
�

��x vergr��ert� Das Pro�l hie� NACA 
��	�	 blower section�

All diese #nderungen hatten strukturelle Vorteile
 jedoch zu vernachl�ssigende aerodynami�
sche Nachteile� Im anschlie�enden Rechenverfahren wird die urspr�ngliche
 nicht aufgedickte
Pro�lform untersucht�

Tab������ zeigt die Abmessungen eines Pro�ltropfens mit d�c 	 
��

 einer Skelettlinie mit
einem isolierten Auftriebsbeiwert CA 	 ��
 und die Dickenverteilung des NACA 
��	�	 blower
section jeweils bezogen auf die Sehnenl�nge�
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x in yd ys NACA 
��	�	 blower section
! Sehnenl�nge c in !Sehnenl�nge c in ! Sehnenl�nge c in ! Sehnenl�nge c
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�� ��
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 ����� �����
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�� ����	 ��
��
�	 ����
 ���
	 ��	��
�� ����� ����� �����
�	 ����� ����	 �����
�� ����� ���
� �����
�	 	���	 ����� 	����
�� 	��	
 ����	 	����
�		 	 	 	���	

Tabelle ���� Geometriedaten aus dem NACA�Report ��
� �
�

In dieser Arbeit soll ein im thermischen Turbomaschinenbau �bliches Pro�l
 welches sich
durch einen nicht allzu gro�en CA�Wert und der �blichen Dickenverteilung auszeichnet
 ver�
wendet werden� Es wird deshalb das Pro�l mit der Bezeichnung NACA 
�������	 gew�hlt� Die
Pro�lgeometrie wird entweder aus ���
 in der f�r alle g�ngigen Pro�le Daten vorhanden sind

oder aus Tab������ durch skalieren der Skelettlinie von CA 	 ��
 auf das notwendige CA 	 ���
erhalten� Die Werte der Pro�ldicke in der Tab������ k�nnen direkt �bernommen werden� F�r
welchen Weg man sich entscheidet
 ist gleichg�ltig
 da beide Varianten dasselbe Ergebnis lie�
fern� Die so erhaltenen Koordinaten der Skelettlinie und der Dickenverteilung m�ssen dann
nach den Angaben in ���
 die wie folgt lauten
 addiert werden
 da die Dickenverteilung normal
auf die Skelettlinie aufzutragen ist�

xo 	 xs � ydsin�

yo 	 ys � ydcos� ������

xu 	 xs � ydsin�

yu 	 ys � ydcos�

Die Indizes bedeuten Oberseite �o�
 Unterseite �u�
 Dickenverteilung �d� und Skelettlinie �s�
des Pro�les� Der Winkel � bezeichnet die Steigung der Tangente im jeweiligen Punkt� Er kann
sowohl in �
� als auch in ��� nachgeschlagen werden�
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Aufbereitung der vorhandenen

Me�daten

	�� Bearbeitung der NACA�Me
daten

Das Verdichtergitter ��Cascade�� besteht
 wie es der Aufgabe entspricht
 aus NACA 
�������	
Pro�len� Die De�nitionen der Winkelmessung und deren Bezeichnung wurde aus dem NACA�
Report ��
� �
� �bernommen und in Abb������ dargestellt�

Abbildung ���� NACA�Winkelde�nitionen

Das jetzt gesetzte Ziel ist es
 aus den im NACA�Report ��
� vorhandenen Daten zwei
Diagramme zu erstellen
 die f�r die Verdichterauslegung im thermischen Turbomaschinenbau
von entscheidender Bedeutung sind� Das ist ein Diagramm des Abstr�mwinkels �� �ber
dem Anstr�mwinkel �� und ein zweites
 n�mlich einen im Moment noch nicht de�nierten
Verlustbeiwert �� �ber dem Anstr�mwinkel ���

�
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	�� Der Auslegungspunkt ��Point of Design
�

Den Auslegungswert des Anstellwinkels ��D kann man durch interpolieren im entspechenden
Diagramm des NACA�Reports ��
� �
� gewinnen� Genauer ist jedoch die Bestimmung nach
Ansch�tz ���� Hier wurden die Me�daten des NACA�Report ��
� numerisch aufbereitet� Da
��D allgemein nur eine Funktion der Solidity und des Auftriebsbeiwertes ist
 gilt nach ����

��D 	 f���� � f����CA mit �����

f���� 	 
��
� ���� � 
�����

f���� 	 ��
 � ���� � ��
��

Somit ergibt sich ein Auslegungsanstellwinkel ��D 	 �
����� Der Sta�elungswinkel folgt
mit einem repr�sentativen ��
 hier 
��
 und dem Auslegungsanstellwinkel �� 	 �
���� aus
Glg������ zu � 	 �
�
���

Die NACA de�niert den Auslegungspunkt ��Point of Design�� als denjenigen Anstellwinkel

bei dem die glatteste Druckverteilung an Pro�lober� bzw� �unterseite auftritt� Ist die
Druckverteilung bei einem bestimmten Anstellwinkel im niederen Machzahlbereich g�nstig

so wird sich diese Eigenschaft auch im h�heren Machzahlbereich bei gleichem Anstellwinkel
nicht �ndern�

Um ein Diagramm �� 	 f���� zu erstellen
 wird jeweils einer der vier ���Werte aus Abb������
mit � 	 �
�
�� in Glg������ eingesetzt� Daraus erh�lt man jeweils einen zum jeweiligen
���Wert geh�renden ���Wert
 mit dem man dann aus dem entsprechenden Diagramm in
Abb������ einen 
� bzw� CD�Wert gewinnt� Aus den vorhandenen Daten ergibt sich die m�g�
liche Variation von �� und daraus mit Glg������ die Variation des Anstr�mwinkels�

����� � �� � ������

��� � �� � �
�

Die weitere Vorgangsweise kann folgenderma�en zusammengefa�t werden� Die NACA�Report
��
� Daten wurden numerisch aufbereitet und in einem ��� Bereich zwischen ��� und �
� mit
Hilfe linearer Ans�tze verfeinert� Die ���Werte wurden mit Hilfe von Glg������ in zugeh�rige
���Werte umgerechnet
 aus denen wieder mit Hilfe linearer Ans�tze 
� bzw� CD�Werte f�r
die verfeinerten ���Werte folgten� Aus den gewonnenen 
�Werten folgen mit Glg������ die
zur Darstellung gesuchten ���Werte�

Der Begri� des �Widerstandsbeiwertes� ist
 ebenso wie der des �Anstellwinkels�
 im Turboma�
schinenbau nicht sehr gebr�uchlich� Der Anstellwinkel wurde schon durch Glg������ eliminiert�
Der CD�Wert wird nach Vavra ��
� in einen Totaldruckverlustbeiwert �� umgerechnet� �Bei
Vavra wird dieser Beiwert mit � bezeichnet�� Der Index bezieht sich auf den Ort
 an dem die
Geschwindigkeit bestimmt wird
 mit Hilfe der der Totaldruckverlust dimensionslos gemacht
wird� Hierbei bezieht sich ��� auf die Anstr�m�
 ��� auf die Abstr�mseite der Schaufelreihe�
Somit gilt nach Vavra ��
��

�� 	
pt� � pt�

�
�w

�
�

�����

CD 	
��
�

cos	 ��
cos� ��

�����
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Der Winkel �� der vektoriell gemittelten Geschwindigkeit w� folgt bei konstanter Axialge�
schwindigkeit aus Abb������ zu

tan �� 	
�

�
�tan�� � tan ��� � ���
�

Abbildung ���� Geschwindigkeitsdreieck eines Verdichtergitters

Bei der Behandlung von Verdichtern ist es �blich
 die Beiwerte auf die Anstr�mseite zu bezie�
hen� Es mu� also der ZusammenhangCD��� hergestellt werden� Der Totaldruckverlustbeiwert
bezogen auf die Anstr�mseite ist folgenderma�en de�niert�

�� 	
pt� � pt�

�
�w

�
�

�����

Mit Glg������ und der geometrischen Beziehung

wx 	 w� cos�� 	 w� cos�� �����

�siehe Abb������� folgt aus Glg�������

�� 	 CD�
cos� ��
cos	 ��

�����

Das Endergebnis
 das hei�t die beiden Zusammenh�nge �� 	 f���� und �� 	 g���� ist
graphisch in Abb������ und Abb������ dargestellt�
Die aus dem Mellor�Diagramm
 Abb������
 abgelesenen Punkte sind ebenfalls eingezeichnet�
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Abbildung ���� Abstr�mwinkel �� �ber Anstr�mwinkel ��

Abbildung ���� Totaldruckverlustbeiwert �� �ber Anstr�mwinkel ��
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	�	 Die Mellor�Diagramme

Die in den Jahren ��������� von der NACA erstellten Testdaten
 zusammengefa�t im
Report ��
�
 wurden ���
 von Mellor in die sogenannten Mellor�Diagramme verarbeitet

siehe ��	�� Der Unterschied zur NACA�Datenverarbeitung bestand darin
 da� Mellor den
Abstr�mwinkel �� �ber dem Anstr�mwinkel �� mit den Parametern � und �incidence� f�r
verschiedene NACA�Pro�le und variierendem � darstellte� Die De�nition des �incidence��
Winkels i entspricht nicht der des Anstellwinkels ��angle of attack�� � wie Abb����
�
verdeutlicht� Die Darstellung nach Mellor ist f�r die praxisnahe Verdichterauslegung von
gro�er Bedeutung� Vorsicht ist bei den Winkelbezeichnungen geboten
 da in den englischen
Mellor�Diagrammen
 die aus dem NACA�Report gel�u�gen Winkel �� bzw� �� mit �� bzw�
�� bezeichnet werden� Abb������ zeigt das Mellor�Diagramm f�r das Gitter NACA 
�������	

� 	 �� Die Verwendung der Mellor�Charts zeigt Abb������� Die hier dargestellte �chordal
incidence� entspricht dem ���Wert im NACA�Report ��
��

Die Betriebsgrenzen in den Mellor�Diagrammen �dicke Kurven� wurden als diejenigen
�incidence�� Winkel de�niert
 bei denen der Totaldruckverlust den ����fachen Wert seines
Minimums annimmt� Diese werden mit positiver ��stall�� bzw� negativer Abl�sung gleichge�
setzt�

Die Abweichungen zwischen den Punkten nach Mellor und dem Ergebnis der Auswertung
in Abb������ ist darauf zur�ckzuf�hren
 da� die zur Darstellung notwendigen Werte durch
lineare Interpolationen aus den vorhandenen NACA�Me�werten errechnet wurden�

Abbildung ��
� De�nition des incidence�Winkels
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Eigenschaften turbulenter Str�mungen

Im Jahre ���� hatOsborne Reynoldsmit dem Farbfadenversuch gezeigt
 da� eine urspr�nglich
laminare Str�mung unter gewissen Voraussetzungen in eine turbulente Str�mung umschl�gt�
Die f�r diesen Umschlag ma�geblichen physikalischen Gr��en wurden in eine dimensionslose
Zahl zusammengefa�t
 die nach ihm benannt wurde�

Re 	
umD

�
�����

Es bezeichnet D den Rohrdurchmesser und um die mittlere Durch�u�geschwindigkeit� Die
kinematische Viskosit�t � steht durch die Dichte des Mediums in direktem Zusammenhang
mit der dynamischen Viskosit�t 	�

� 	
	



�����

Aus dem Versuch ergab sich
 da� der Umschlag von der laminaren Str�mung zur tur�
bulenten Str�mung bei einer Reynoldszahl von ungef�hr ��

 erfolgt� Auch manifestierte
er schon damals die Vermutung
 da� es sich hierbei um ein Stabilit�tsproblem handeln d�rfte�

Die folgenden Grundlagen turbulenter Str�mungen sind in Anlehnung an ���� angegeben� Tur�
bulente Str�mungen sind stets instation�r
 dreidimensional
 wirbelbehaftet und stochastisch
�rein zuf�llig�� F�r die folgenden Betrachtungen kann das zu untersuchende schlanke Pro�l
als Platte angesehen werden� Die Reynoldszahl wird hier mit der Anstr�mgeschwindigkeit
des Pro�les w� und der Sehnenl�nge c zu

Re 	
w�c

�
�����

de�niert� An der Platte wird sich zu Beginn eine laminare Grenzschicht bilden
 deren Dicke
und L�nge von der Plattenrauhigkeit
 der Anstr�mgeschwindigkeit und der Turbulenz der
freien Str�mung abh�ngt� Von diesen Parametern h�ngt auch der Umschlag innerhalb der
Grenzschicht von der urspr�nglich laminaren Str�mung auf eine Str�mung turbulenten Cha�
rakters ab� Diese #nderung der Str�mung wird durch zwei Eigenschaften charakterisiert�

� eine Zunahme der Grenzschichtdicke
� eine Zunahme des Totaldruckverlustes

�
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Die Turbulenz wird in zwei Gruppen eingeteilt
 siehe Abb�������

� die im Mittel station�re Str�mung �statistisch station�r�

� die im Mittel instation�re Str�mung �statistisch instation�r�

F�r den praktisch wichtigen Fall der statistisch station�ren Str�mung gilt�

u�x� y� z� t� 	 u�x� y� z� � u��x� y� z� t� �����

Es bedeuten hierbei

u�x� y� z� t� ����� der Momentanwert
u�x� y� z� ����� der zeitliche Mittelwert
u��x� y� z� t� ����� der Schwankungswert von u

Abbildung ���� Verlauf der x�Komponente der Geschwindigkeit an einem festen Punkt

Der zeitliche Mittelwert wird als arithmetischer Mittelwert de�niert�

u�x� y� z� 	
�

�t

t�
tZ
t

u�x� y� z� t�dt �����

Hierbei mu� das Zeitintervall �t hinreichend gro� gew�hlt werden� Aufgrund von Glg������
ergibt sich der zeitliche Mittelwert einer Schwankungsgr��e stets zu Null�

u� 	 v� 	 w� 	 p� 	 
 ���
�

Von Null verschieden sind jedoch die Mittelwerte der Produkte zweier Schwankungswerte�
Man de�niert

k 	
�

�
v
��
j 	

�

�

�
u

�� � v
�� � w

��
�

�����
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als kinetische Energie der Turbulenz bzw� als Turbulenzenergie� Der Turbulenzgrad
 hier am
Beispiel der Geschwindigkeitskomponente u wird zu

Tu 	

p
u

��

u
�����

de�niert� Da der Turbulenzgrad ein zentraler
 recht unanschaulicher Begri� ist
 m�gen hier
ein paar Richtwerte angegeben werden�
Der Turbulenzgrad ist etwa

�! ����� hinter einem Turbulenzgitter
�	! ����� in der N�he einer festen Wand

$�	! ����� in einem turbulenten Freistrahl oder Nachlauf

Die Turbulenz wird nach der Art ihrer Modellierung in drei Gruppen eingeteilt�

� Isotrope Turbulenz
Kennzeichen dieser einfachsten Modellierung der Turbulenz ist die Symmetrie aller
statistischen Eigenschaften �d�h� u�� 	 v

�� 	 w
���� Es liegt ideale Unordnung vor� F�r

diese Art der Turbulenzform liegen die meisten Ergebnisse vor� Die turbulente Str�mung
hinter einem Turbulenzgitter ist nahezu isotrop�

� Homogene Turbulenz
Alle statistischen Eigenschaften h�ngen nicht vom Ort ab
 sie sind nur zeitabh�ngig�

� Anisotrope oder Scherturbulenz
Dies w�re der Normalfall einer turbulenten Str�mung� Alle statistischen Eigenschaften
sind sowohl orts� als auch zeitabh�ngig� Dieser Fall ist der mit Abstand schwierigste
theoretisch zu behandelnde�

Zur Erfassung und Behandlung der Turbulenz haben sich zwei Wege als brauchbar erwiesen�

� Statistische Turbulenztheorie� Ihr Ziel ist die Untersuchung der turbulenten Nebenbe�
wegungen
 um daraus zeitliche Mittelwerte angeben zu k�nnen�

� Halbempirische Turbulenztheorien� Unter Zuhilfenahme hypothetischer Ans�tze
 wie
zum Beispiel f�r die Abh�ngigkeit der scheinbaren turbulenten Schubspannung von der
zeitlich gemittelten Geschwindigkeit
 wird jene direkt bestimmt� Prandtl hat im Jahre
����mit demMischungswegansatz den Grundstein zu diesen sog� Schlie�ungsannahmen
gelegt� Diese Theorien verfolgen das Ziel
 m�glichst allgemeine Ans�tze zu formulieren�

W�hrend die statistische Turbulenztheorie bei der Behandlung von isotropen und homoge�
nen Turbulenzproblemen gute Ergebnisse liefert
 hat sie bis jetzt bei der Behandlung von
Scherturbulenzen versagt�
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Beschreibung des Rechenverfahrens

Um die Berechnung einer ebenen station�ren inkompressiblen Str�mung durchf�hren zu k�n�
nen
 m�ssen die folgenden Gleichungen gel�st werden�

��� Grundgleichungen

� Kontinuit�tsgleichung�
�u

�x
�
�v

�y
	 
 �����

� Impulsgleichung in x�Richtung�

u
�u

�x
� v

�u

�y
	 ��




�p

�x
� �

�
��u

�x�
�
��u

�y�

�
�����

� Impulsgleichung in y�Richtung�

u
�v

�x
� v

�v

�y
	 ��




�p

�y
� �

�
��v

�x�
�
��v

�y�

�
�����

Darin bezeichnen u und v die skalaren Komponenten des Geschwindigkeitsvektors �w in x�
bzw� y�Richtung des kartesischen Koordinatensystems
 
 die in diesem Fall konstante Dichte
des Mediums
 p den Druck und � die kinematische Viskosit�t� F�r die weiteren Betrachtungen
erweist es sich als vorteilhaft die Gleichungen dimensionslos zu machen� Dazu werden eine
charakteristische L�nge und eine charakteristische Geschwindigkeit ben�tigt� Dies sollen hier
die Sehnenl�nge c und die Anstr�mgeschwindigkeit w� sein� Somit gilt z�B� f�r u und x �

u� 	
u

w�
x� 	

x

c
�����

Setzt man Glg������ in Glg������ ein
 so ergibt sich�

�u�

�x�
�
�v�

�y�
	 
 �����

Glg������ in Glg������ eingesetzt f�hrt zu�

u�
�u�

�x�
� v�

�u�

�y�
	 � �


w�
�

�p

�x�
�

�

cw�

�
��u�

�x��
�

��u�

�y��

�
���
�

��
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Daraus folgt

u�
�u�

�x�
� v�

�v�

�y�
	 ��p�

�x�
�

�

Re

�
��u�

�x��
�
��u�

�y��

�
�����

mit p� 	 p��
w�
�� und �cw���� 	 Re� Somit ergeben sich die dimensionslosen
 zweidi�

mensionalen Grundgleichungen zu�

�u�

�x�
�

�v�

�y�
	 


u�
�u�

�x�
� v�

�u�

�y�
	 ��p�

�x�
�

�

Re

�
��u�

�x��
�
��u�

�y��

�
�����

u�
�v�

�x�
� v�

�v�

�y�
	 ��p�

�y�
�

�

Re

�
��v�

�x��
�
��v�

�y��

�

Da aber turbulente Str�mungen grunds�tzlich instation�r und dreidimensional sind
 m�ssen
auch die Grundgleichungen f�r diesen Fall angeschrieben werden� Aufgrund der �bersicht�
lichkeit wird hier die Tensorschreibweise gew�hlt� Es liegt also folgendes Gleichungssystem
vor
 das in Anlehnung an ���� und ��� weiterbehandelt wird�

�vk
�xk

	 
 �����

�vj
�t

� vk
�vj
�xk

	 ��




�p

�xj
� �

��vj
�x�k

�j 	 �� �� �� ����	�

Die Gleichungen gelten in dieser Form sowohl f�r laminare als auch f�r turbulente Str��
mungen� Nun ist man in der Regel aber nicht an den Momentanwerten der Str�mungsgr��en

vielmehr aber an ihren zeitlichen Mittelwerten interessiert� Die Grundgleichungen f�r die zeit�
lichen Mittelwerte werden als Reynolds�sche Gleichungen bezeichnet� Setzt man den Ansatz
aus Glg������ in Glg������ ein
 so folgt�

�

�xk
�vk � v�k� 	

�vk
�xk

�
�v�k
�xk

	 
 ������

Nach zeitlicher Mittelung verbleibt
�vk
�xk

	 
� ������

Da also die Kontinuit�tsgleichung sowohl f�r die Momentanwerte als auch f�r die zeitlichen
Mittelwerte gilt
 gilt sie auch f�r die Schwankungswerte�

�v�k
�xk

	 
 ������

Setzt man die Glg������ in die Impulsgleichungen ����	�
 die auch als Navier�Stokes�
Gleichungen bezeichnet werden
 ein
 so werden sich auf Grund der nichtlinearen konvektiven
Terme turbulente Zusatzglieder ergeben� Wird der konvektive Term der Glg�����	� mit Hilfe
von Glg������ umgeformt und danach Glg� ����� eingesetzt
 so ergibt sich

vk
�vj
�xk

	
�

�xk
�vkvj� 	

�

�xk
��vk � v�k��vj � v�j�� 	

�

�xk
�vkvj � vkv

�

j � v�kvj � v�kv
�

j�� ������

Nach zeitlicher Mittelung ergibt sich

vk
�vj
�xk

	
�

�xk
�vkvj� �

�

�xk
�v�kv

�

j�� ������
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Wird Glg�����	� zeitlich gemittelt und danach Glg������� eingesetzt
 so ergibt sich

�

�xk
�vkvj� �

�

�xk
�v�kv

�

j� 	 ��




�p

�xj
� �

��vj
�x�k

� ����
�

Hierbei wurde eine im Mittel station�re Str�mung angenommen� Schreibt man obige Glei�
chung unter Beachtung von Glg������� um
 so erh�lt man die Bewegungsgleichung f�r den
zeitlichen Mittelwert der Geschwindigkeit
 die Reynolds�sche Gleichung der Impulsbilanz�

vk
�vj
�xk

	 ��




�p

�xj
�

�

�xk

�
�
�vj
�xk

� v�kv
�

j

�
������

Man bezeichnet
�
v�kv�j 	 ��jk�tur ������

als den turbulenten oder scheinbaren oder Reynolds�schen Spannungstensor� In Matrixschreib�
weise sieht dieser folgenderma�en aus�

��jk�tur 	 �

�
B�

v
��
� v��v

�

� v��v
�

	

v��v
�

� v
��
� v��v

�

	

v�	v
�

� v�	v
�

� v
��
	

	
CA ������

Von diesen � Komponenten sind wegen v�kv
�

j 	 v�jv
�

k � Komponenten voneinander unab�
h�ngig� Um Glg������� l�sen zu k�nnen
 mu� der Reynolds�sche Spannungstensor durch
geeignete Turbulenzmodelle modelliert werden� Der Bedarf nach derartigen Modellen w�rde
nat�rlich entfallen
 h�tte man derart gro�e und schnelle Rechner
 so da� es m�glich w�re

ein entsprechend feines Netz zu verwenden
 um so alle turbulenten Bewegungen direkt
berechnen zu k�nnen� Den Zusammenhang zwischen den einzelnen Schwankungsanteilen
bezeichnet man als Korrelation� Diese Korrelationen stellen einen Impulstransport durch
turbulente Schwankungsbewegungen dar�

Der turbulente Spannungstensor kann wie ein molekularer gedeutet werden� Das hei�t
 die
Glieder in der Hauptdiagonalen stellen Normalspannungen dar
 w�hrend alle anderen als
Schubspannungen gedeutet werden k�nnen� Durch das Auftreten dieses turbulenten Span�
nungstensors ist jedoch das Gleichungssystem nicht mehr geschlossen� Es treten mehr Unbe�
kannte auf
 als Gleichungen vorhanden sind� Im Gegensatz dazu steht das laminare Problem

bei dem die 
 Unbekannten u� v� w� p durch die Kontinuit�tsgleichung und die Impulsbilan�
zen berechnet werden k�nnen� Deshalb wird man nun versuchen
 f�r den Reynolds�schen
Spannungstensor eine Bilanzgleichung zu formulieren
 um so das Gleichungssystem wieder zu
schlie�en� Derartige Bilanzgleichungen werden allgemein als Transportgleichungen bezeich�
net� Man wird erkennen
 da� die Transportgleichungen ihrerseits neue unbekannte Korrelati�
onsfunktionen enthalten� F�r jede dieser unbekannten Korrelationsfunktionen l��t sich eine
Transportgleichung herleiten
 die jedoch wieder neue unbekannte Korrelationen enth�lt� Die
Ordnung der Tensoren in diesen Transportgleichungen wird jeweils um eins erh�ht� So enth�lt
die Transportgleichung f�r v�

iv
�

j eine Tripelkorrelation v
�

iv
�

jv
�

k 
 also einen Tensor dritter Stufe�
Das Schlie�ungsproblem l��t sich deshalb auf diesem Weg nicht l�sen� Der einzige Weg f�hrt
�ber sogenannte halbempirische Schlie�ungsannahmen
 d�h� physikalische Annahmen �ber
die Turbulenz in Form von Turbulenzmodellen�
Boussinesq de�nierte ���� in Anlehnung an den Newton�schen Ansatz f�r den molekularen
Spannungstensor durch

��jk�tur 	 
�t

�
�vj
�xk

�
�vk
�xj

�
� �

�

k�jk ����	�
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eine scheinbare Z�higkeit 
�t
 mit Hilfe der Wirbelviskosit�t �t� Das hier vorkommende k
bezeichnet die durch Glg������ de�nierte kinetische Turbulenzenergie� �t ist im Gegensatz zur
molekularen Viskosit�t keine Sto�gr��e
 sondern eine Ortsfunktion
 die sich im Str�mungsfeld
�ndert� �jk ist das Kroneckerdelta� Es besitzt eine Schalterfunktion
 die � gibt
 wenn j 	 k

ist
 und 
 ist bei j �	 k� Um die Wirbelviskosit�t zu quanti�zieren wird das Standard��k� ��
�Modell herangezogen� Daraus folgt�

�t 	 C�
k�

�
mit C� 	 
�
� ������

Somit wurde der bei turbulenter Str�mung auftretende unbekannte Reynolds�sche Span�
nungstensor zur�ckgef�hrt auf die Bestimmung von k und �
 die Dissipationsrate von k�

Um die Elimination der Reynolds�schen Spannungen anschaulich darzustellen
 wird im folgen�
den wieder auf die kartesische Darstellung �bergegangen� Exemplarisch wird die Vorgangs�
weise f�r die x�Richtung im zweidimensionalen Raum vorgestellt�
Ausgangspunkt ist die Glg�������

u
�u

�x
� v

�u

�y
	 ��
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�x
�

�

�x

�
�
�u

�x
� u�u�
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�

�
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�
�
�u

�y
� v�u�

�
� ������

Die Reynolds�schen Spannungen werden mit Glg�����	� umgeformt zu

�u�u� 	 �t

�
�u

�x
�

�u

�x

�
� �

�
k bzw� ������

�v�u� 	 �t

�
�u

�y
�

�v

�x

�
�

Setzt man nun Glg������� in Glg������� ein und beachtet
 da� �t ortsabh�ngig ist
 so ergibt
sich unter Verwendung von

�

�x
�

�u

�x
�

�v

�y
	 
 ������

��u

�x�
�

��v

�y�x
	 


folgende Gleichung�
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Wird die Gleichung nun wie anfangs f�r den laminaren Fall auch dimensionslos gemacht
 so
ergibt sich

u�
�u�

�x�
� v�

�u�

�y�
	 ��p�

�x�
�

�

�x�

��
�

Re
�

�

Ret

�
�
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�
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�

�
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��
�u�

�y�
�

�v�

�x�

�

�

����
�
Ret bezeichnet hier die turbulente Reynoldszahl

Ret 	
w�c

�t
� ������

p� bezeichnet den dimensionslosen gemittelten Druck

p� 	
p� �

	k



bei 
 	 konstant� ������
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Somit ergeben sich allgemein die dreidimensionalen instation�ren turbulenten reynoldsgemit�
telten Navier�Stokes�Gleichungen
 jetzt wieder in Tensorschreibweise
 zu�

Du�j
Dt

	 � �p�

�xj�
�

�

�xk�

��
�

Re
�

�

Ret

��
�uj�

�xk�
�

�uk�

�xj�

�

mit j 	 �� �� � ������

Diese Gleichungen vereinfachen sich f�r das vorliegende zweidimensionale Problem
 indem
j 	 �� � gilt�

Die modellierten Transportgleichungen f�r k und � �nden sich unter anderen auch in �����
Sie lauten�
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Der Produktionsterm P ergibt sich zu�
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Die Modellkonstanten ergeben sich zu�

C���� �k ��� ����� C���� C����
	�	� ��		 ���	 ���� ����

Tabelle ���� Modellkonstanten des Turbulenzmodelles

Die Werte der Konstanten in Tab������ sind aus ���� �bernommen� Sie gelten f�r eine gro�e
Klasse von Str�mungen� Obwohl man des �fteren bei �hnlichen Berechnungen gewisse Varia�
tionen dieser Konstanten feststellt
 wurde hier darauf verzichtet
 von den in ���� angegebenen
Werten abzuweichen�

��� Grenzschichtmodellierung

Das Standard��k� ���Turbulenzmodell ist ein sogenanntes High�Reynoldsnumber�Modell� Es
ist nur in jenen Bereichen des Str�mungsfeldes g�ltig
 in denen die Reynoldszahl gen�gend
gro� ist
 d�h� in denen turbulente Scheinreibung vorherrscht� Daraus folgen die Grenzen dieses
Modells� In wandnahen Bereichen n�mlich �berwiegt die Wirkung der molekularen Viskosit�t
jene der scheinbaren turbulenten Viskosit�t� Dieser Bereich
 der innerhalb der turbulenten
Grenzschicht liegt
 wird als laminare oder besser als viskose Unterschicht bezeichnet� Bei An�
n�herung an eine feste Wand werden die Geschwindigkeitsschwankungen und damit auch die
Reynolds�sche Schubspannung immer kleiner
 bis diese direkt an der Ober��che verschwinden�
Es gilt

lim
y��

	
�u

�y
	 �w� ������

Um die Geschwindigkeitsverteilung in Wandn�he zu analysieren
 legt man eine Schichtenstr��
mung mit dp��dx 	 
 zugrunde� p� bezeichnet den Druck in der Grenzschicht� Es sind dann
alle statistischen Eigenschaften nur mehr von der Querkoordinate y abh�ngig� Da �u��x 	 
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gilt
 liefert die Kontinuit�tsgleichung ������ v 	 

 wenn die Wandgeschwindigkeit vw 	 

angenommen wird� Damit entfallen in der Reynolds�schen Gleichung ������ die konvektiven
Terme und das Druckglied�
Es verbleibt


 	
�

�y

�
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�y
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u�v�

�
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Mit Glg������� f�r y 	 
 folgt nach Integration

�
�u

�y
� u�v� 	

�w


� ������

Es treten nur die zwei Parameter � und �w�
 auf� Man bezeichnet

u� 	
r
�w



����
�

als Schubspannungsgeschwindigkeit und bildet mit ihrer Hilfe die Gr��en

� dimensionslose Geschwindigkeit in Wandn�he u��

u� 	
u

u�
������

� dimensionsloser Wandabstand y��

y� 	
yu�
�

� ������

In unmittelbarer N�he der festen Wand kann u�v� vernachl�ssigt werden� Dann liefert
Glg������� nach Integration und unter Beachtung der Haftbedingung u�y 	 
� 	 


u� 	 y�� ������

Dies ist die universelle Geschwindigkeitsverteilung innerhalb der viskosen Unterschicht� Da�
mit wird jene Schicht bezeichnet
 in der die molekulare Schubspannung die Reynolds�sche
Schubspannung bei weitem �bersteigt� Mit wachsendem dimensionslosen Wandabstand y�

nimmt der Anteil von �u�v� an der Schubspannung rasch zu
 w�hrend der molekulare Anteil
gleichzeitig immer kleiner wird� F�r hinreichend gro�e y� liegt der andere Grenzfall

�u�v� 	 �w



	 u�� ����	�

vor� Nach einer Dimensionsanalyse ergibt sich daraus nach �����

du

dy
	

�

�

u�
y
� ������

Die darin vorkommende Konstante � wird als die v� Karman�sche Konstante bezeichnet� Nach
Integration erh�lt man

u 	 u�

�
�

�
ln y � C�

�
� ������

Nach Einf�hrung der dimensionslosen Gr��en folgt das logarithmische Wandgesetz

u� 	
�

�
ln�y�� � C� ������
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F�r den vollturbulenten Bereich liegt somit eine universelle Geschwindigkeitsverteilung der
Form von Glg������� vor� Sie wurde ���� zuerst von Prandtl angegeben�

Das Gesetz von Reichhardt
 Glg�������
 verbindet das Gesetz der viskosen Unterschicht und
das der turbulenten �bergangsschicht bzw� der vollturbulenten Schicht ����

u� 	
�

�
ln
�
� � �y�

�
� ���

�
�� exp

�
�y�

��

�
� y�

��
exp

��
���y��



������

Abbildung ���� Das universelle Wandgesetz

Die Konstanten der Glg�������
 Glg������� und Glg������� wurden experimentell zu � 	 
�

und f�r aerodynamisch glatte Ober��chen C 	 ��� ermittelt� Somit l��t sich die Geschwin�
digkeitsverteilung in Wandn�he in drei Bereiche teilen�

	 % y� % �� viskose Unterschicht
 �mol � �tur
� % y� % �	� �bergangsschicht
 �mol � �tur

y� � �
� vollturbulente Schicht
 �mol � �tur

Obwohl y� eigentlich ein dimensionsloser Normalabstand von der Ober��che ist
 ist es manch�
mal angebracht
 es auch als lokale Reynoldszahl zu deuten� Die bisherigen Betrachtungen
galten nur f�r glatte Ober��chen� F�r rauhe Ober��chen h�ngt die Konstante C von der
Rauhigkeit ab�
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Numerisches L�sungsverfahren

��� Finite�Elemente�Methode

Die Methode der Finiten Elemente reduziert das Kontinuumsproblem mit unendlich vie�
len Freiheitsgraden auf ein diskretes Problem mit endlich vielen Freiheitsgraden� Daf�r mu�
zun�chst das Kontinuum
 hier das Fluid
 in eine angemessene Anzahl einfach geformter Ele�
mente
 die in diesem Fall zweidimensional sind
 unterteilt werden� Die Form der Elemente ist
der jeweiligen Aufgabenstellung und den gesuchten Ergebnissen anzupassen� F�r das hier zu
behandelnde Problem �el die Wahl auf ��knotige quadrilaterale Elemente
 mit biquadrati�
scher Interpolation der Geschwindigkeiten und stetiger bilinearer Interpolation des Druckes�
Diese Reduktion der Ordnung bei der Interpolation des Druckes steht im Einklang mit der
Brezzi�Babuska�Formulierung� Werden diese Forderungen nicht eingehalten
 stellen sich un�
angenehme Oszillationen im Druckfeld ein� Die Bezeichnung �bi�� bezieht sich auf die zwei
Richtungen im Element
 quadrilateral kennzeichnet die vier Seiten des Elementes� Das Ele�
ment ist in Abb��
��� dargestellt� Innerhalb jedes Elementes werden an den Knotenpunkten
die abh�ngigen Variablen
 in diesem Fall u� v� p� k� � errechnet� Grundlage f�r diese Berech�
nung bilden die Interpolationsfunktionen
 die innerhalb eines Elementes g�ltig sind� F�r das
gew�hlte Element ergeben sich die Interpolationsfunktionen nach ��� f�r die Geschwindigkeit
zu

�� 	

�
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Der Druck
 der nur an den vier Eckpunkten des Elements berechnet wird
 wird bilinear
interpoliert�
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Diese beiden Interpolationsfunktionen gelten f�r alle Elemente des Netzes bis auf diejenigen
der ersten Schicht am Pro�l� F�r diese Elemente gibt es spezielle Funktionen die mit Hilfe des

�
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Reichhardt �schen Gesetzes gebildet werden
 siehe ���� Diese Art der Behandlung des Druckes

wird als �mixed formulation� bezeichnet� Eine weitere M�glichkeit w�re die �penalty formu�
lation� des Druckes� Hierbei wird die Kontinuit�tsgleichung nicht zu Null erf�llt
 sondern
lautet nach Einf�hrung eines �penalty parameters �p��

�u

�x
�

�v

�y
	 ��pp mit �
�� 	 �p 	 �
��� �
���

Abbildung 
��� Das neunknotige Element
 dargestellt im isoparametrischen r�s Raum

Durch diese Formulierung wird der Druck aus den Impulsgleichungen eliminiert
 kann aber
nach Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes aus der Massenbilanz wieder berechnet werden�
Die �penalty�formulation� ist
 unter gewissen Voraussetzungen f�r �p
 eine kosteng�nstige Al�
ternative zur �mixed�formulation�
 da eine abh�ngige Variable weniger durch das Gleichungs�
system gef�hrt werden mu�� Physikalisch entspricht sie einer sehr geringen Kompressibilit�t�
Um nun das Kontinuumsproblem in ein diskretes Problem �berzuf�hren
 bedient sich das
Programmpaket FIDAP des Galerkin�schen Verfahrens der gewichteten Residuen�
Das Kontinuumsproblem wird wie folgt dargestellt�

D�w� 	 
 �
���

mit D als Di�erentialoperator des Kontinuums mit unendlich vielen Freiheitsgraden und w
als gesuchter Funktion� F�r w setzt man eine N�herung in Form des Ritz�schen Ansatzes

w��x� y� 	
NX
i��

qi�i�x� y� �
���

an
 wobei qi unbekannte Koe�zienten und die Funktionen �i passend gew�hlte linear un�
abh�ngige Ansatzfunktionen sind
 die den Randbedingungen des Problems gen�gen m�ssen�
Sie entsprechen hier den Interpolationsfunktionen des ��knotigen Elementes� Die Anzahl der
Knotenstellen pro Element wird mit N bezeichnet� Setzt man Glg��
��� in Glg��
��� ein
 so
entsteht ein Fehler f� von

D�w�� 	 f�� �
�
�

der mit gr��er werdendemN immer kleiner wird� Nach der Methode der gewichteten Residuen
mu� folgendes Integral �ber dem Berechnungsbereich V verschwinden�Z

V

f�gidV 	 
 �
���
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Mit gi werden die Gewichtsfunktionen bezeichnet� Der Forderung des Galerkin�schen Verfah�
rens entsprechend setzt man f�r die gi die Ansatzfunktionen �i�x� y� ein� Es giltZ

V

f��idV 	 
� �
���

beziehungsweise Z
V

D�w���idV 	 
� �
���

Somit werden N Gleichungen f�r die N Unbekannten qi erhalten� Nach Einsetzen der aus
Glg��
��� gewonnenen qi in Glg��
���
 ergibt sich eine N�herungsl�sung f�r w� Diese konver�
giert gegen die exakte L�sung
 wenn N gegen Unendlich geht�
Wie wird nun Glg��
��� in FIDAP gel�st& In Matrixschreibweise sehen die zu l�senden alge�
braischen nichtlinearen Gleichungen folgenderma�en aus�

K��u��u 	 �F �
��	�

Darin bezeichnen K die globale Systemmatrix
 �u den globalen mathematischen Vektor der
Unbekannten und �F den mathematischen Vektor der Randbedingungen� FIDAP bietet meh�
rere verschiedene Verfahren an
 um dieses Gleichungssystem zu l�sen�
Grunds�tzlich gibt es hier zwei verschiedene Gruppen zu unterscheiden�

� die �fully�coupled solver�

� die �segregated solver�

Die erste Gruppe
 die man �bersetzt als voll gekoppelte Gleichungsl�ser bezeichnen w�rde

ist
 in Bezug auf die Berechnungszeitdauer
 bei gr��eren Problemen ung�nstiger
 da die einzel�
nen Gleichungen aus Glg��
��	� alle simultan gel�st werden� Um gewisse Konvergenzkriterien
zu erf�llen
 braucht dieser Gleichungsl�ser eine kleinere Zahl von zeitm��ig gr��eren Itera�
tionsschritten� Aufgrund des simultanen L�sens des Gleichungssystems ergeben sich h�here
Anspr�che an die Computerressourcen� Obwohl der �fully�coupled solver� in den FIDAP�
Handb�chern f�r die vorhandene Problemstellung empfohlen wird
 hat die Erfahrung doch
gezeigt
 da� die Rechendauer hierbei derartige Ausma�e annimmt
 da� das Verfahren f�r den
Benutzer unattraktiv wird� Man ist deshalb auf die �segregated solver� �bergegangen� Das
Wort �segregated� bedeutet
 da� Glg��
��	� nicht simultan
 sondern entkoppelt gel�st wird�
Es gibt dann statt der Glg��
��	� f�r die zwei Impulsbilanzen
 die Kontinuit�tsgleichung und
die beiden Transportgleichungen f�r k und � jeweils eine Matrixgleichung� Das entkoppelte
Verfahren macht es notwendig
 den Druck anders als die Geschwindigkeit zu behandeln
 da
er in der Kontinuit�tsgleichung explizit nicht vorkommt� Der Problemstellung entsprechend
besteht die M�glichkeit zwischen drei verschiedenen Verfahren zu w�hlen ����

� �pressure protection version�

� �pressure correction version�

� �pressure update version�
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Der Unterschied zwischen diesen Behandlungen des Druckes ist
 da� die �protection� und die
�update version� den Druck in jedem Iterationsschritt direkt berechnen
 w�hrend die �correc�
tion version� nur jeweils eine Druckkorrektur berechnet� Die �pressure protection version� hat
die Eigenschaft
 da�
 zum Unterschied zur �pressure update version�
 die Kontinuit�tsglei�
chung in jedem Iterationsschritt erf�llt wird und nicht erst dann
 wenn Konvergenz erreicht
wurde� FIDAP emp�elt
 und dieser Empfehlung wurde auch nachgegangen
 die �pressure
protection version� vorzuziehen ����

��� Netzgenerierung

Das Programmpaket FIDAP bietet in der hier verwendeten Version ���� neben der herk�mm�
lichen zeilenorientierten Eingabe auch die M�glichkeit
 mit Hilfe eines GUI�Modus �graphical
user interface� bildschirmorientiert Geometrien durch �Windows��hnliches Klicken� zu er�
zeugen� Um bestimmte Gr��en einfach variieren zu k�nnen ist eine parametrische Gestaltung
der Eingabedatei notwendig� Dies ist jedoch nur zeilenorientiert m�glich�

Das Eingabe�le wurde in der FIDAP�internen Sprache erstellt und im Anhang A beigelegt�
Die Kontur des Pro�les wurde mit Hilfe der in ��� bzw� Tab������ angegebenen Pro�lpunkte
und durch Verbinden dieser mit Kurven dritter Ordnung erstellt� Als Parameter ergab
sich hier der Sta�elungswinkel �� Der Rand des Rechengebietes wurde derart gelegt
 da�
dieser ein Pro�l vollst�ndig enth�lt� Als Alternative w�rde sich der Kanal zwischen zwei
benachbarten Pro�len anbieten
 so da� das Str�mungsgebiet das Pro�l nicht enth�lt
 jedoch
von jeweils einer Druck� bzw� Saugseite begrenzt wird� Es zeigte sich jedoch aus fr�heren
Untersuchungen
 da� diese Wahl des Rechengebietes bez�glich der Randbedingungen
 die an
diesen beiden R�ndern periodisch sein m�ssen
 um so unendlich viele Schaufeln simulieren
zu k�nnen
 ung�nstige Auswirkungen zufolge hat �����

Zur eigentlichen Netzgenerierung bietet FIDAP zwei verschiedene Netzarten an�

� das strukturierte Netz ��mapped mesh��
F�r das zu vernetzende Gebiet gilt hier die Forderung
 aus logischen Vierecken zu
bestehen� Die Verbindungslinien zwischen den vier Ecken k�nnen hierbei auch Kurven
h�herer Ordung sein� Die zweite Bedingung f�r diese Art von Netz ist die Forderung
nach der gleichen Anzahl von Knotenpunkten auf jeweils gegen�berliegenden Seiten�

� das unstrukturierte Netz ��paved mesh��
Die beiden Bedingungen
 die f�r das strukturierte Netz gelten
 entfallen hier� Dem Netz�
generierungsmodul wird eine Referenzelementgr��e bekanntgegeben
 die nach M�glich�
keit eingehalten wird� Des weiteren mu� angegeben werden
 wieviele Knoten auf dem
Rand
 der das zu vernetzende Gebiet begrenzt
 generiert werden sollen�
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In dieser Arbeit wurden die Berechnungen mit Hilfe eines unstrukturierten Netzes
 dargestellt
in Abb��
���
 durchgef�hrt�

Abbildung 
��� Das Netz des Rechengebietes

Die Knoten� und Elementzahlen des Netzes aus Abb��
��� sind in Tab��
��� zusammengefa�t�

Knotenzahl Elementzahl

���	� �
��

Tabelle 
��� Zusammenfassung der Netzdaten
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Die Feinheit der Elemente am Rand und das Referenzma� der Elementgr��e
 die jedoch f�r
das ganze zu vernetzende Gebiet gilt
 werden vom Benutzer vorgegeben� Auf die jeweilige
Form der Elemente innerhalb des Rechengebietes hat der Benutzer keinen Eingri� mehr�
Diese Eigenschaft resultierte anf�nglich in unzul�ssigen Elementgeometrien in Bereichen
 die
besonders fein aufzul�sen sind� Es stellte sich heraus
 da� es dem Netzgenerator im allgemei�
nen nicht so einfach m�glich ist
 von einer relativ groben Elementverteilung am Au�enrand
auf eine doch recht hoch aufgel�ste Elementverteilung am Innenrand und hier wieder ins�
besonders an Pro�lvorder� und �hinterkante �berzugehen� Aus diesem Grund wurden zwei
zus�tzliche Geraden
 die die Pro�lvorderkante mit dem Eintritt bzw� die Pro�lhinterkan�
te mit dem Austritt verbinden
 eingef�hrt
 siehe Abb��
���� Aufgrund der unterschiedlichen
Elementwahl an den beiden Geraden ist die Gerade zwischen der Pro�lvorderkante und dem
Eintritt nicht gut erkennbar� Die Hilfsgeraden haben den Zweck
 da� hier gleichfalls wie am
Rand des Rechengebietes eine Elementverteilung vorgegeben werden kann
 die direkten Ein�
gri� in die hoch aufzul�senden Zonen an der Pro�lnase und �hinterkante hat
 wie Abb��
���
zeigt�

Abbildung 
��� Vergr��erung des Rechennetzes im Pro�lbereich

Durch die Hilfsgeraden wird weiters das nicht einfach zusammenh�ngende Rechengebiet in
zwei durch die Geraden und das Pro�l gekoppelte einfache Rechengebiete �bergef�hrt� Diese
sind numerisch einfacher zu behandeln�
Zum Vergleich wurde auch ein strukturiertes Netz erstellt� Man erkannte hierbei
 da� das un�
strukturierte Netz besser die von der Geometrie gestellten Forderungen erf�llte� Gleichzeitig
wurde ein Nachteil des unstrukturierten Netzes entdeckt
 der anfangs nicht augenscheinlich
war� Der beim strukturierten Netz �bliche Vorgang der sukzessiven Netzverfeinerung
 um
so die Ergebnisse immer wieder zu verbessern
 ist hier nicht mehr so einfach m�glich� Diese
Erkenntnis deckt sich mit den in ���� beschriebenen Erfahrungen�

Ein Kriterium
 ob das Rechenverfahren mit dem erstellten Netz der Aufgabenstellung an�
gepa�t ist
 ist die Einhaltung des y��Wertes im ober��chennahen Bereich des Pro�les� Aus
den FIDAP�Handb�chern ist bekannt
 da� bei turbulenter Str�mung die Dicke der ersten
Elementschicht in einem Bereich von �
 	 y� 	 �

 liegen mu�� Um dies zu erreichen

mu�ten in Wandn�he die von FIDAP zu diesem Zweck bereitgestellten �boundary�edges�

�bersetzt Grenzschichten verwendet werden� Auf diese Elemente hat der Benutzer weit mehr
Eingri�
 als dies beim �paved algorithmus� �blich ist� Vorgegeben kann hier die Anzahl der
wandnahen Schichten
 die Dicke des ersten Elements und das Dickenverh�ltnis der darau�ol�
genden Schichten werden� Erst durch Anwendung dieser Schichten
 erzeugt wurden vier
 war
es m�glich den y��Wert in akzeptable Grenzen zu verweisen�
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In Abb��
��� und Abb��
��� sind die �boundary�edges� im Bereich der hoch aufzul�senden
Pro�lnase und �hinterkante vergr��ert dargestellt�

Abbildung 
��� Vergr��erung im Nasenbereich

Wie Abb��
��� zeigt
 war es auch notwendig
 an der Hilfsgeraden
 die Pro�lhinterkante und
Austritt verbindet
 zwei Lagen �boundary�edges� anzubringen
 um so den �bergang zwischen
den pro�lnahen Netzschichten und dem regul�ren Rechennetz zu gestalten�

Abbildung 
��� Vergr��erung im Hinterkantenbereich

Die erste Elementschicht hat aufgrund des dort herrschenden Str�mungscharakters besondere
Bedeutung� Da hier die Reynoldszahl klein ist
 verliert das Standard��k � ���Modell seine
G�ltigkeit� FIDAP verwendet hier deshalb spezielle Elemente
 in denen die Modellierung der
Turbulenz durch den Mischungswegansatz nach van Driest durchgef�hrt wird ���� W�re die
Forderung f�r den y��Wert in der ersten Elementschicht verletzt
 w�rde dies zu verf�lschten
Ergebnissen f�hren�
Somit werden also die Reynoldsgleichungen f�r das ganze Str�mungsfeld bis an die festen
W�nde hin verwendet
 die Transportgleichungen f�r k und � jedoch nur au�erhalb der ersten
Elementschicht� Innerhalb erfolgt die Turbulenzmodellierung durch das van Driest Modell�
Das universelle Wandgesetz nach Reichhardt wird ben�tigt
 um die Interpolationsfunktionen
der Elemente der ersten Schicht zu modellieren�
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����� Rand� und Anfangsbedingungen

Damit das Programmdie Berechnung starten kann
 ben�tigt es noch Angaben �ber die Rand�
und Anfangswerte und
 betrachtet man Glg�������
 �ber die Reynoldszahl und die Dichte� Da
die Berechnungen mit den Versuchen der NACA �
� verglichen werden sollen
 sollten diese
Werte auch m�glichst mit denen aus den Versuchen �bereinstimmen� Dem Bericht zufolge
wurde der Gro�teil der Tests f�r Gitter mit einer Solidity von ��
 bei einer Eintrittsgeschwin�
digkeit w� von �� feet per second
 das sind umgerechnet ������ m's
 durchgef�hrt� Des
weiteren �ndet man Hinweise darauf
 da� die Tests bei Raumtemperatur
 also zirka ���K

stattfanden� Aus diesen Angaben ist es m�glich die Machzahl zu bestimmen�

Ma� 	
w�p
�RT

�
����

Der Isentropenexponent � wird mit ��

 die Gaskonstante R mit ���J�kgK eingesetzt�
So ergibt sich eine Machzahl von Ma� � 
�
�
� Da sich Kompressibilit�tse�ekte erst bei
Machzahlen von ungef�hr Ma � 
�� bemerkbar machen
 ist es gerechtfertigt
 die Rechnung
inkompressibel durchzuf�hren� Die verwendeten Pro�le hatten eine Sehnenl�nge von �
inches� Die Reynoldszahl wird im Report ��
� mit Re� 	 �
�


 angegeben�

Aus der Str�mungsmechanik ist bekannt
 da� bei einer Reynoldszahl von Re� � ���
� der
Unterschied in den Ergebnissen zwischen hydraulisch glatten und realen Schaufeln sehr
gering ist� Deshalb ist es zul�ssig
 die weiteren Rechnungen f�r hydraulisch glatte Schaufeln
durchzuf�hren� Da das Medium als inkompressibel betrachtet wird
 wird die Dichte konstant
gesetzt�

Am Eintritt m�ssen die Geschwindigkeitskomponenten wx und wy 
 die in den Grundglei�
chungen den Unbekannten u und v entsprechen
 die kinetische Turbulenzenergie k und die
Dissipation � angegeben werden� Die Geschwindigkeitskomponenten ergeben sich aus der
dimensionslosen Anstr�mgeschwindigkeit und dem Anstr�mwinkel� Da die NACA in ihrem
Bericht keinerlei Angaben bez�glich der Turbulenzgr��en macht
 ist es notwendig einige An�
nahmen zu tre�en� Die erste Annahme ist die
 da� man die auftretende Turbulenz als isotrop
behandelt
 d�h� die Schwankungsanteile sind nach allen Richtungen gleich gro�� Man erh�lt
aus Glg������

k 	
�

�
u

��� �
����

Setzt man Glg������ in obige Gleichung ein
 so gilt

k 	
�

�
�uTu�� � �
����

Somit ergibt sich die mit der dimensionslosen Eintrittsgeschwindigkeit w�� gebildete dimensi�
onslose kinetische Turbulenzenergie k�

� zu

k�
� 	

�

�
�Tu�� � �
����
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Eine weitere Annahme mu� zur Bestimmung von � getro�en werden� Zwei M�glichkeiten
sollen vorgestellt werden�

� Es wird eine Annahme �ber das Verh�ltnis turbulenter zu kinematischer Viskosit�t

genannt das Viskosit�tsverh�ltnis R� 
 getro�en�

R� 	
�t
�
� �
����

Aus der Literatur ist bekannt
 da�

�
 � R� � �


 �
��
�

gilt� Wird R� nun in Glg������� eingesetzt
 so ergibt sich die dimensionslose Dissipati�
onsrate �� zu

�� 	
C�k

��Re�
R�

� �
����

� Die zweite M�glichkeit verlangt eine Annahme f�r das turbulente L�ngenma�� Dieses
L�ngenma�
 das die Abmessung energiereicher Wirbel beschreibt
 wird folgenderma�en
de�niert�

lt 	 c
k

�

�

�
mit c 	 
��� �
����

In ���� �ndet sich die Absch�tzung

lt � 
�
��s mit s������Teilung� �
����

Mit der dimensionslos gemachten Teilung und der dimensionslosen kinetischen Turbulenz�
energie ergibt sich�

�� 	
ck�

�

�


�
��
�
s
c

� �
��	�

Da aber c�s 	 � ist
 wird aus Glg��
��	� mit � 	 �

�� 	
ck�

�

�


�
��
�
����

Mit dem erhaltenen �� aus Glg��
���� wird weiters �berpr�ft
 ob die angegebenen Grenzen
f�r R� eingehalten wurden� In Tab��
��� wurde dies f�r zwei verschiedene praxisnahe Turbu�
lenzgrade durchgef�hrt�

Tu��� k����� ����� R� ���
�! 	�			�� ��� 
 �
�� ��
�! 	�		��� ��
 
 �
�	 �����

Tabelle 
��� Turbulenzgr��en bei verschiedenen Tubulenzgraden

F�r die weiteren Berechnungen wurde der Turbulenzgrad mit einem Prozent festgelegt

da im NACA�Report ���� keinerlei Angaben dar�ber gemacht wurden und dieser Wert
in der Literatur sehr h�u�g f�r vergleichbare Messungen und auch Rechnungen zu �nden
ist� Um der Ungewi�heit bez�glich des Turbulenzgrades Folge zu tragen
 wurde auch eine
Rechnung mit einem Turbulenzgrad von f�nf Prozent durchgef�hrt� Die Verlustwerte lagen
hier ein wenig h�her� Dies ist darauf zur�ckzuf�hren
 da� mit steigendem Turbulenzgrad
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die Grenzschichtdicke an der Pro�lhinterkante
 die f�r den Verlust ma�geblich ist
 dicker
wird
 siehe ����� Durch die Verwendung des �k � ���Modells ist es nicht m�glich die Lage
des Umschlagortes von laminarer zu turbulenter Str�mung zu ber�cksichtigen
 d�h� die
Grenzschicht wird vom Entstehungsort an als turbulente Grenzschicht behandelt
 ist es
gerechtfertigt den Turbulenzgrad mit einem Prozent festzulegen
 da der Verlust aufgrund
des fehlenden laminaren Teiles der Grenzschicht in jedem Fall zu hoch berechnet wird�

In realen Str�mungen wandert der Umschlagort
 in dem die laminare Str�mung in eine
turbulente Str�mung �bergeht
 mit zunehmendem Turbulenzgrad in Richtung des Stau�
punktes an der Pro�lnase� Dies f�hrt in weiterer Folge zu einer Grenzschichtaufdickung an
der Hinterkante �����

Da die Str�mung in einem Verdichtergitter und nicht um ein einzelnes Pro�l zu untersuchen
ist
 sind am oberen bzw� unteren Rand des Rechengebietes periodische Randbedingungen
vorzugeben� Auf diese Art wird das untersuchte Pro�l als Bestandteil eines Gitters be�
handelt� Wichtig f�r die periodischen Randbedingungen ist die Wahl von Elementen
 die
an ihren Grenzen stetigen Druck aufweisen� Anders ausgedr�ckt
 ist es bei periodischen
Randbedingungen notwendig
 den Druck an den Elementgrenzen zu bestimmen� Elemente

in denen der Druck in den Gau� �schen Integrationspunkten ermittelt wird
 w�rden an den
periodischen R�ndern zu Unstetigkeiten f�hren
 da hier der Druck an die Elementgrenzen
hinaus extrapoliert werden m��te�

Das elliptische Di�erentialgleichungssystem erfordert die Vorgabe von Randwerten auch an
der Austrittsebene� Um mit den Messungen der NACA m�glichst konform zu gehen
 bei
denen die Abstr�mung in die freie Atmosph�re erfolgte
 wird an der Austrittsebene die sog�
�traction�free�condition� angewendet� Dies ist bei hohen Reynoldszahlen gleichbedeutend
mit der Vorgabe eines konstanten statischen Druckes an der Austrittsebene�

Da die zu l�senden Gleichungen nichtlinearen Typs sind
 erfolgt ihre L�sung iterativ� Damit
das Rechenprogramm mit dem Iterationsvorgang beginnen kann
 ben�tigt es einen mathe�
matischen Vektor aus Startwerten� Dieser wird dem Programm in den Anfangsbedingungen
mitgeteilt� Aus fr�heren Untersuchungen hat man festgestellt
 da� die Rechnung relativ
unsensibel auf Variationen der Anfangsbedingungen reagiert
 wenn diese in angemessenem
Rahmen gew�hlt worden sind� Als gute Wahl hat sich erwiesen
 die Unbekannten u� v� p� k� �
jeweils konstant im ganzen Str�mungsfeld zu setzen�

Berechnungen werden f�r Anstr�mwinkel �� zwischen ��� und �
� in Abst�nden von jeweils ��

durchgef�hrt� Die Abbruchschranke f�r das numerische Iterationverfahren ist folgenderma�en
de�niert� k �un � �un�� k

k �un k 	 DTOL �
����

Die Unbekannte �un bezeichnet den mathematischen L�sungsvektor der n�ten Iteration� Der
Wert f�r DTOL wurde mit �
�� festgesetzt�
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��	 Beein�ussung der Konvergenz

Es sollen im folgenden verschiedene M�glichkeiten vorgestellt werden
 um die Konvergenz des
Rechenverfahrens zu beein�ussen bzw� zu beschleunigen�

����� Relaxation

Dieses Verfahren erm�glicht es durch Eingreifen in den iterativen L�sungsproze� die Stabilit�t
des Verfahrens zu beein�ussen� Das zu l�sende Gleichungssystem sieht folgenderma�en aus�

K��un����un 	 �F �
����

Das Relaxationsverfahren errechnet mit Glg��
���� aus dem aktuellen Iterationsschritt n und
dem vorhergehenden Iterationsschrittn�� einen neuen mathematischen L�sungsvektor �urel�n�
Dieser wird anstatt des n�ten Iterationsschrittes zur Bestimmung des n � ��ten Iterations�
schrittes in Glg��
���� verwendet�

�urel�n 	 ��un�� � ��� ���un �
����

Der Relaxationsfaktor � variiert zwischen den Werten 
 	 � 	 �� Graphisch ist Glg��
���� in
Abb��
�
� dargestellt� Setzt man � nahe gegen eins
 bedeutet das
 da� �urel�n nahezu ident mit
�un�� ist� Diese Wahl von � f�hrt einerseits zu einer l�ngeren Rechendauer bis die Konvergenz�
schranke unterschritten wird
 andererseits l�uft der gesamte Iterationsproze� stabiler gegen
die gew�nschte L�sung� Den Wert � nahe zu Null gesetzt bedeutet instabileres Iterationsver�
halten� Nur in �relativ harmlosen Str�mungen�
 d�h� Str�mungen
 die di�usiv dominiert sind

f�hrt diese Wahl des ��Wertes zu verk�rzten Rechendauern und befriedigendem Verlauf der
Residuen�

Abbildung 
�
� Lineare Abh�ngigkeit des L�sungsvektors von �

Die Relaxationsfaktoren mu�ten bei jeder Rechnung f�r jede der f�nf abh�ngigen Variablen
neu gesetzt werden� In Tab��
��� sind sie f�r die Berechnung beim Auslegungsanstr�mwinkel
angegeben�

abh�ngige Variable u���� v���� p���� k���� �����
Relaxationsfaktor � 	�� 	�� 	��� 	�� 	��

Tabelle 
��� Relaxationsfaktoren der abh�ngigen Variablen
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����� Das Upwinding bzw� Streamline Upwinding

Wird das Galerkin�sche Verfahren der gewichteten Residuen auf konvektionsdominierte Str��
mungen angewendet
 so ergibt sich
 anders als bei di�usiven Problemen
 eine unsymmetrische
SystemmatrixK� Als konvektiv dominiert wird ein Problem bezeichnet
 in dem die Reynolds�
zahl bzw� die lokale Reynoldszahl
 genannt Pecletzahl
 gro� ist�

Pe 	
uh

�
�
����

Hierbei steht u f�r eine lokale Geschwindigkeit und h f�r eine charakteristische L�nge des
Elements� Die Auswirkungen dieser nicht optimal gestalteten MatrixK stellt man im berech�
neten Str�mungsbild fest� Es sind sogenannte �wiggles�
 Oszillationen des Geschwindigkeits�
vektors in Betrag und Richtung
 entstanden
 siehe dazu Abb�����
�� Um das Entstehen dieser
Oszillationen zu verdeutlichen
 m�ge als Beispiel die eindimensionale konvektiv�di�usive Mo�
dellgleichung behandelt werden�

u
dT

dx
	 �

d�T

dx�
�
��
�

u bezeichne die Geschwindigkeitskomponente in x�Richtung
 � die Viskosit�t und T eine
skalare Variable wie die Temperatur� Die L�sung mu� Glg��
��
� und den folgenden Rand�
bedingungen gen�gen�

T 	 
 bei x 	 
 �
����

T 	 � bei x 	 L

Die exakte L�sung lautet

T �x� 	
�� ePe

x

L

�� ePe
� �
����

Hierbei ist Pe die in Glg��
���� de�nierte Pecletzahl mit L als charakteristischer L�nge� Ist
die Pecletzahl niedrig
 so ist die L�sung di�usionsdominiert
 die rechte Seite der Glg��
��
�
dominiert� Ist das Problem konvektionsdominiert
 so ist die Pecletzahl hoch
 es dominiert
die linke Seite der Glg��
��
�� Im ersten Fall ist die L�sung nahezu linear zwischen den
Randbedingungen bei x 	 
 und x 	 L verteilt� Im zweiten Fall hingegen ist die L�sung

ausgenommen eines schmalen Bereiches bei x 	 L nahezu identisch mit der Randbedingung
bei x 	 
�



KAPITEL �� NUMERISCHES L
SUNGSVERFAHREN ��

Abb��
��� zeigt die graphische Darstellung der L�sung aus Glg��
���� mit der Pecletzahl als
Parameter� Dieses Ergebnis mu� nun ann�hernd auch das Finite�Elemente�Verfahren liefern�

Abbildung 
��� L�sung der konvektiv�di�usiven Gleichung in Abh�ngigkeit von Pe

Es wird hier die Modellgleichung mit Hilfe von Taylorreihenans�tzen auf eine Di�erenzen�
gleichung zur�ckgef�hrt� Zwei verschiedene Di�erenzenoperatoren zur Behandlung der Di�e�
rentialgleichung werden untersucht� Zur Bezeichnung der verwendeten Knotenbezeichnungen
siehe Abb��
����

Zentrale Di�erenzenoperatoren

Abbildung 
��� Bezeichnung der Elementknoten
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Entwickelt man T an den Stellen A� � und A� � nach Taylor und subtrahiert bzw� addiert
die so enstandenen Taylorreihen
 so ergibt sich f�r

� die erste Ableitung nach x an der Stelle A
dT

dx xA

� �TA�� � TA��
�h

�
����

� bzw� die zweite Ableitung nach x an der Stelle A

d�T

dx� xA

� TA�� � �TA � TA��
h�

�
��	�

Diese Gleichungen werden als zentraler Di�erenzenoperator erster bzw� zweiter Ordnung be�
zeichnet� Das ��Symbol ist deshalb verwendet
 da die Entwicklung nach Taylor nach der
ersten bzw� zweiten Ordnung abgebrochen wurde� Das Galerkin�Verfahren baut auf diese
zentralen Di�erenzenoperatoren auf�

Upwinding Di�erenzenoperatoren

Hier beein�ussen nicht wie beim zentralen Di�erenzenoperator die Stellen A� � und A � �

sondern nur die stromauf liegende Stelle
 das hei�t hier die Stelle A� � die Stelle A� Aus der
Taylorentwicklung von TA aus dem Wert von TA�� ergibt sich die erste Ableitung von TA�
Allgemein angeschrieben�

dT

dx xA

� TA � TA��
h

f�r u � 
 �
����

In Abb��
��� sind die erhaltenen L�sungen bei Verwendung des zentralen als auch des
Upwinding�Operators zur L�sung von Glg��
��
� graphisch dargestellt� Der Upwindingope�
rator wurde jedoch immer nur beim konvektiven Term angewendet�
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Abbildung 
��� Vergleich der exakten L�sung mit verschiedenen Di�erenzenoperatoren

Aus Abb��
��� ist zweierlei deutlich zu erkennen�

�� Das Fehlen der Oszillationen bei hoher Pecletzahl
 wenn man den konvektiven Term
mit Hilfe des Upwindingoperators modelliert�

�� Die L�sung mit dem zentralen Di�erenzenoperator liegt unterhalb der exakten L�sung

w�hrend die L�sung mit Hilfe des zentralen Di�erenzenoperators f�r die zweite Ab�
leitung und des Upwindingoperators f�r die erste Ableitung �ber der exakten L�sung
liegt� Man bezeichnet die erste als unterdi�use
 die zweite als �berdi�use L�sung�

Die Oszillationen entstehen vornehmlich an Stellen
 an denen Randbedingungen starke #n�
derung der Str�mung erzwingen� Um diese �wiggles� zu vermeiden
 bietet sich die Netzver�
feinerung an eben diesen Stellen an� Dies w�re eine weitere M�glichkeit um das Konver�
genzverhalten der Rechnung positiv zu beein�ussen� F�r diese lokale Verfeinerung des Net�
zes w�re der �paved algorithmus� gegen�ber dem �mapped algorithmus� vorzuziehen� Durch
diese Netzverfeinerung w�rde man eine Senkung der Pecletzahl
 und somit eine Vermin�
derung der Konvektionsdominanz erwirken� Bei der Netzverfeinerung werden sehr bald die
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durch die verwendete Hardware und Software gesetzten Grenzen erreicht� Es wurden deshalb
auf der Basis der Upwinding�Di�erenzenoperatoren sogenannte �Upwinding�Finite�Elemente�
entwickelt ���� In diesen Elementen kann der Upwinding�E�ekt durch verschiedene Verfahren
erreicht werden� Zwei dieser Verfahren sollen im folgenden vorgestellt werden�

� Zus�tzliche Di�usion
Die Glg��
��
� wird um eine zus�tzliche numerische Di�usion �k erweitert
 um so die
negative Di�usion des Galerkin�schen Verfahrens zu kompensieren�

� Das Verfahren nach Petrov�Galerkin
Die Gewichtsfunktionen der Knoten werden modi�ziert
 soda� das stromauf liegende
Element st�rker gewichtet wird als das stromab liegende
 wie Abb��
��	� darstellt�

Abbildung 
��	� Gewichtsfunktionen nach Galerkin und Petrov�Galerkin

Das verwendete Programmpaket FIDAP bietet mit dem Verfahren der zus�tzlichen nume�
rischen Di�usion die M�glichkeit
 Oszillationen zu vermeiden und so die errechnete L�sung
einer realen Str�mung anzupassen�

F�r mehrdimensionale Berechnungen mu� das Verfahren modi�ziert werden
 da sich die zu�
s�tzliche numerische Di�usion nicht nur in Str�mungsrichtung
 sondern auch normal zu dieser
auswirkt� Dies wird als die �Streamline�Upwinding�Methode� bezeichnet� Es mu� statt �k ein
Tensor �k entwickelt werden
 dessen Wirkung eine zus�tzliche numerische Di�usion ist
 die
nur in Str�mungsrichtung wirkt� Dessen Matrix �ndet sich in ��� zu

�kij 	 �k�ui�uj mit �ui 	
ui
kuk und kuk� 	 uiui� �
����

Als Beispiel sei hier �k f�r den Fall
 da� die x�Richtung der Str�mungsrichtung entspricht

ausgeschrieben�

�k 	 �k

�
� 


 




�
����

Um die negative Di�usion auszugleichen
 wird zur kinematischen Viskosit�t der mehrdimen�
sionalen konvektiv�di�usiven partiellen Di�erentialgleichung der Term �k geeignet addiert�
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Berechnungsergebnisse

��� Lokale Str�mungsgr�
en

����� Darstellung der Geschwindigkeitsvektoren

Abb������ erl�utert �berblicksm��ig die wesentlichen Winkelde�nitionen
 den Abstand der
Berechnungsebenen vom Pro�l und de�niert die sp�ter vorkommende Laufvariable y��

Abbildung ���� Graphische Erl�uterung einiger wichtiger De�nitionen

Die Lage der Berechnungsebenen ist in Tab������angegeben�

Berechnungsebene e� e� e� e


Abstand von der Pro�lhinterkante
in � der axialen Sehnenl�nge 
 �
 �
 �



Tabelle ���� Lage der Berechnungsebenen

��



KAPITEL �� BERECHNUNGSERGEBNISSE ��

Es ist m�glich aus den Berechnungsergebnissen 
 sogenannte �vector�plots� anzufertigen� Es
wird hier die Str�mung durch Vektoren abgebildet
 deren L�nge und Richtung die St�mung
charakterisieren� Im folgenden sind f�r die beiden Grenzen der Variation des Anstr�mwinkels
�� 	 ��� bzw� �� 	 �
� und f�r den Designwert des Anstr�mwinkels �� 	 
�� jeweils Nasen�
und Hinterkantenstr�mung vergr��ert dargestellt�

Abb������ zeigt die Umstr�mung der Pro�lnase bei einem Anstr�mwinkel �� 	 ��
�

� Gut
erkennbar ist die saugseitige Lage des Staupunkts� Aus der relativen L�nge der Geschwindig�
keitsvektoren zu benachbarten erkennt man die hohe Geschwindigkeit bei der druckseitigen
Nasenumstr�mung�

Abbildung ���� Pro�lnasenumstr�mung bei �� 	 ���

Die Abb������ zeigt die Str�mung an der Hinterkante des Pro�ls
 welches mit einem Anstr�m�
winkel von �� 	 ��

�

angestr�mt wird� An der Unterseite des Pro�ls erkennt man die Tendenz
der Str�mung aufgrund des dort herrschenden h�heren Druckes hinter dem Pro�l durch Ex�
pansion in die Saugh�lfte der Str�mung einen Druckausgleich herbeizuf�hren� Begleitet wird
diese Tendenz durch eine
 hier noch sehr schwach ausgebildete Abl�sung an der Saugseite des
Pro�les�

Abbildung ���� Str�mung an der Hinterkante bei �� 	 ���

Die n�chste Abb������ zeigt die Pro�lnase im Design�Anstr�mwinkel �� 	 
�
�

� Eine Umstr��
mung der Nase �ndet hier im Vergleich zu �� 	 ��

�

nicht statt� Die Stromlinie
 die mit der
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Hilfsgeraden zusammenf�llt
 siehe Abb��
���
 ist die Staustromlinie� Die Unregelm��igkeiten
in der Formation der Geschwindigkeitsvektoren kommen durch die Elementknotenverteilung
des unstrukturierten Netzes zustande� R�ckschl�sse daraus auf die Str�mung sind deshalb
unzul�ssig�

Abbildung ���� Pro�lnasenumstr�mung bei �� 	 
��

Abb������ stellt die Str�mung an der Hinterkante dar
 diesmal bei �� 	 
�
�

� Die V�lligkeit
des saugseitigen Geschwindigkeitspro�les nimmt zur Hinterkante hin immer mehr ab� Man
k�nnte meinen
 die Str�mung w�re am saugseitigen Teil der Hinterkante nahe dem Pro�l
zum Stillstand gekommen� Bei weiterer Steigerung des Anstr�mwinkels ist daher saugseitige
Abl�sung zu erwarten�

Abbildung ���� Str�mung an der Hinterkante bei �� 	 
��

Das Str�mungsbild an der Pro�lnase bei einem Anstr�mwinkel von �� 	 �

�

zeigt Abb����
��
Aus einem Vergleich mit den vorhergehenden Abbildungen der Pro�lnase l��t sich die Be�
wegung des Staupunktes bei Variation des Anstr�mwinkels verfolgen� Diese Bewegung des
Staupunktes begr�ndet die Entscheidung f�r die Berechnung der Str�mung in einem Umstr��
mungsgebiet anstatt in einem Durchstr�mungsgebiet�
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Abbildung ��
� Pro�lnasenumstr�mung bei �� 	 �
�

Die beiden Abb������ und ����� stellen verschiedene Vergr��erungen aus dem Str�mungsbild
an der Hinterkante bei einem Anstr�mwinkel von �� 	 �
� dar� Es sind erste Anzeichen einer
R�ckstr�mung an der Pro�lober��che erkennbar�

Abbildung ���� Str�mung an der Hinterkante bei �� 	 �
�

Abb������ zeigt die sich nun schon gro�r�umig ausgebildete Abl�seblase� An den Geschwindig�
keitspro�len in den vier dem Pro�l n�chst gelegenen Elementschichten l��t sich der Vorgang
der Abl�sung beobachten� An der Pro�lhinterkante liegen bereits die gesamten vier Schichten
im R�ckstr�mgebiet�

Abbildung ���� Str�mung an der Hinterkante bei �� 	 �
�
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����� Darstellung des statischen Druckkoe	zienten

Dargestellt sind hier die Isobaren
 de�niert durch durch den statischen Druckkoe�zienten

Cp� 	
p� p�
�
�
w�

�
�����

im gesamten Berechnungsgebiet� Die statische Druckdi�erenz in Glg������ wird mit Hilfe des
dynamischen Druckes in der Eintrittsebene dimensionslos gemacht�

Aus dem Verlauf der Isobaren ist es m�glich
 die Einhaltung der periodischen Randbe�
dingungen zu �berpr�fen� Jede Isobare
 die das Berechnungsgebiet an einem periodischen
Rand verl��t
 tritt am zweiten periodischen Rand an der selben Stelle x wieder in das
Berechnungsgebiet ein�

Bei Vergleich der Abb������ bis ������ kann die Abh�ngigkeit der Staupunktslage vom An�
str�mwinkel beobachtet werden� Auch die Lage des Druckminimums an der Saugseite des
Pro�les ist erkennbar� Es bewegt sich mit gr��er werdendem Anstr�mwinkel �� in Richtung
der Pro�lnase�

Abbildung ���� Statischer Druckkoe�zient bei �� 	 ���
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Abbildung ���	� Statischer Druckkoe�zient bei �� 	 ���

Abbildung ����� Statischer Druckkoe�zient bei �� 	 
��
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Abbildung ����� Statischer Druckkoe�zient bei �� 	 
��

Abbildung ����� Statischer Druckkoe�zient bei �� 	 
��



KAPITEL �� BERECHNUNGSERGEBNISSE ��

Abbildung ����� Statischer Druckkoe�zient bei �� 	 ���

Abbildung ����� Statischer Druckkoe�zient bei �� 	 �
�
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����� Pro
ldruckverteilung

Dargestellt ist hier der Cp��Verlauf �ber der Sehnenl�nge� Bis zu einem Anstr�mwinkel von
�� 	 
�� erkennt man eine Umkehr der Pro�ldruckverteilung im Bereich zwischen 
 und ���
der Sehnenl�nge� Dies h�ngt direkt mit der Lage des Staupunktes zusammen� Im Bereich von
��� 	 �� 	 
��
 siehe Abb�����
�
 ������ und ������
 liegt dieser auf der Saugseite des Pro��
les
 d�h� die Pro�lnase mu� druckseitig umstr�mt werden
 wie man auch aus Abb������ und
Abb������ erkennt� Dies f�hrt zu hohen Geschwindigkeiten und deshalb zu niedrigen Dr�cken
auf der Saugseite� Ab einem Anstr�mwinkel �� � 
�� liegt der Staupunkt auf der Druckseite�
Im Staupunkt wird de�nitionsgem�� nach Glg������ Cp� 	 � erreicht� Beim Auslegungswert
des Anstr�mwinkels
 d�h� �� 	 
��
 wird die erw�hnte Eigenschaft der NACA ���Pro�le
augenscheinlich� Konstante Di�erenzdruckverteilung im Bereich 
 	 x� 	 �
� ist ann��
hernd erreicht� In Abb������� wurden auch die gemessenen Werte der NACA aus dem Report
��
� �
� eingetragen� Relativ gute �bereinstimmung ist erkennbar� Ab einem Anstr�mwinkel
von ungef�hr �� 	 
�� erkennt man aus Abb�����	�
 ������ und ������ im Nasenbereich der
Saugseite gr�bere Druckunstetigkeiten
 vgl� dazu auch Abb����
�� Dies ist darauf zur�ckzu�
f�hren
 da� die verwendeten Wandelemente eigentlich nur f�r eindimensionale Str�mungen
verwendbar sind� Diese Forderung ist im Bereich des Staupunktes sicher nicht erf�llt� Des
weiteren liefern die Elemente nur richtige Ergebnisse
 wenn
 laut ���
 die Str�mung in diesen
Bereichen weder beschleunigt noch verz�gert wird� Auch dieser Forderung kann bei der Pro�
�lnasenumstr�mung
 die bei �� 	 ��� und �� 	 �
� schon sehr stark ausgebildet ist
 nicht
nachgekommen werden� Des weiteren ist bei einem Anstr�mwinkel von �� 	 �
� saugseitig
f�r x� � �
� ein verschwindender Druckgradient ersichtlich
 der auf Abl�sung der Str�mung
im entsprechenden Bereich hindeutet
 siehe Abb� ������� Abb������ belegt diese Vermutung�

Abbildung ���
� Pro�ldruckverteilung bei �� 	 ���
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Abbildung ����� Pro�ldruckverteilung bei �� 	 ���

Abbildung ����� Pro�ldruckverteilung bei �� 	 
��
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Abbildung ����� Pro�ldruckverteilung bei �� 	 
��

Abbildung ���	� Pro�ldruckverteilung bei �� 	 
��
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Abbildung ����� Pro�ldruckverteilung bei �� 	 ���

Abbildung ����� Pro�ldruckverteilung bei �� 	 �
�
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����� Geschwindigkeitsverteilung hinter dem Pro
l

Die Ausbildung der Nachlaufdelle ist ein erster Anhaltspunkt f�r den Verlust bei Umstr�mung
des Pro�les� Sie wurde in verschiedenen Ebenen hinter dem Pro�l errechnet� Um �bersicht�
lichkeit zu wahren
 sind hier nur drei Anstr�mwinkel ausgewertet� Vergleicht man Abb�������

Abb������� und Abb������� untereinander
 so stellt man fest
 da� in der freien Str�mung �das
ist jener Teil der Str�mung
 der weit vom Pro�l entfernt liegt� die Verz�gerung mit steigen�
dem Anstr�mwinkel
 wie erwartet
 zunimmt� Jedoch auch die Nachlaufdelle wird gr��er� Im
Zuge der Ausmischung der Delle im Nachlauf des Pro�les sind zwei E�ekte au�allend� Der
Gradient der dimensionslosen Geschwindigkeit wird immer kleiner
 je weiter die Ebene
 in
der ausgewertet wird
 vom Pro�l enfernt ist� In gleichem Ma�e nimmt aber die F�lligkeit
der Delle zu� Aufgrund der Abh�ngigkeit des Abstr�mwinkels vom Anstr�mwinkel �ndern
sich die Lagen der Nachlaufdellen� Die Schwankungen in Abb������� direkt an der Pro�lhin�
terkante im Bereich von y��s 	 �
� sind auf die dort herrschende Abl�sung der Str�mung
zur�ckzuf�hren
 vgl� dazu auch Abb�������

Abbildung ����� Nachlaufdelle bei �� 	 ���
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Abbildung ����� Nachlaufdelle bei �� 	 
��

Abbildung ����� Nachlaufdelle bei �� 	 �
�
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����� Dimensionsloser Wandabstand y
�

F�r drei repr�sentative Anstellwinkel �� ist hier der dimensionslose Wandabstand y� �ber
der Bogenl�nge des Pro�les dargestellt� Die Indizes �S� bzw� �D� in den jeweiligen Kurven
der Abb�����
�
 ������ und ������ bezeichnen die Saug� bzw� Druckseite des Pro�les� Die
Bedingung f�r den y��Wert
 n�mlich �
 	 y� 	 �


 wurde eingehalten� Die Randwerte sind
davon jedoch ausgenommen� Hier kommen wieder die bei der Pro�ldruckverteilung erw�hnten
Bedingungen zur Verwendung der Wandelemente zum Tragen� Sowohl die Eindimensionalit�t
als auch die Forderung nach unbeschleunigter Str�mung konnten in Staupunktsn�he nicht
erf�llt werden� Dies f�hrt zu einem Ansteigen der y��Werte in diesen Bereichen�

Abbildung ���
� Der y��Verlauf bei �� 	 ���
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Abbildung ����� Der y��Verlauf bei �� 	 
��

Abbildung ����� Der y��Verlauf bei �� 	 �
�
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��� Mittelungsverfahren

Die lokalen Str�mungsgr��en wurden in mit der Massenstromdichte gewogene teilungsge�
mittelte Gr��en umgerechnet
 um sie mit den Me�werten vergleichen zu k�nnen�

Da die Berechnung in einem Machzahlbereich durchgef�hrt wurde
 in dem es zul�ssig ist
 die
Str�mung als n�herungsweise inkompressibel zu behandeln
 ist die Dichte in den Gleichungen
f�r die mit der Massenstromdichte gewogenen teilungsgemittelten Gr��en nicht enthalten�

� Mit der Massenstromdichte gewogener teilungsgemittelter Abstr�mwinkel�

�� 	

sR
�
���y

��w��y
�� cos����y

���dy�

sR
�
w��y�� cos����y���dy�

�����

� Mit der Massenstromdichte gewogener teilungsgemittelter Totaldruckkoe�zient�

�� 	

sR
�
���y

��w��y
�� cos����y

���dy�

sR
�
w��y�� cos����y���dy�

�����

� Mit der Massenstromdichte gewogene teilungsgemittelte Abstr�mgeschwindigkeit�

w� 	

sR
�
w��y

��w��y
�� cos����y

���dy�

sR
�
w��y�� cos����y���dy�

�����

��	 Di�usionsfaktor

In der Literatur �ndet sich ein Kennwert des Schaufelgitters
 der eine Aussage �ber den
Abl�sebeginn an der Saugseite des Pro�les tri�t� Dieser dimensionslose Kennwert
 der Di�u�
sionsfaktor
 ist im wesentlichen eine Funktion der Solidity � und des Anstr�mwinkels ��� Die
De�nition lautet wie folgt�

D 	 �� w�

w�
�

�wu

��w�
�����

Die Solidity � ist in dieser Arbeit gleich eins� Die Geschwindigkeiten w� und �wu werden als
mit der Massenstromdichte gewogene teilungsgemittelte Gr��en in Glg������ eingesetzt� Der
Wert �wu wird aus Abb������ zu

�wu 	 wu� � wu� ���
�

bestimmt�

Abb������� stellt die Glg������ in Abh�ngigkeit von �� graphisch dar� Die Werte f�r w� und ��
wurden dem Ergebnis�le entnommen und ebenfalls als mit der Massenstromdichte gewogene
teilungsgemittelte Gr��en eingesetzt� Die Betriebsgrenze
 d�h� der Anstr�mwinkel �� bei dem
Saugseitenabl�sung eintritt
 wird laut Literatur durch den Wert D 	 
�� gekennzeichnet�
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Abbildung ����� Di�usionsfaktor in Abh�ngigkeit vom Anstr�mwinkel

Ein weiteres Kriterium zur Bestimmung der Betriebsgrenzen ist jenes
 welches in den Mellor�
charts verwendet wird� Die Betriebsgrenzen bestimmen sich dort als diejenigen Anstr�mwin�
kel
 bei denen der Totaldruckverlustbeiwert ��
� seines minimalen Wertes erreicht�

��� Gemittelte Str�mungsgr�
en

Um die errechneten Daten mit den gemessenen Daten vergleichen zu k�nnen
 werden die
Diagramme in den Abb������ und Abb������ um die errechneten mit der Massenstromdichte
gewogenen teilungsgemittelten Werte erweitert� Dies ist in den Abb�����	� und ������ darge�
stellt� Abb�����	� zeigt den gemittelten Abstr�mwinkel in Abh�ngigkeit vom Anstr�mwinkel�

Abbildung ���	� Der Abstr�mwinkel in Abh�ngigkeit vom Anstr�mwinkel
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Die Festlegung der Betriebsgrenzen nach Mellor kann durch die Messungen der NACA be�
st�tigt werden� Aus Abb������� kann der Wert D 	 
�� einem Anstr�mwinkel von �� � �
�

zugeordnet werden� Dieser Wert des Anstr�mwinkels deckt sich in Abb������� auch mit den
von Mellor angegebenen Betriebsgrenzen� Aus den Abb������ und ������ ist die Abl�sung der
Str�mung bei diesem Anstr�mwinkel schon bekannt�
Wird das Kriterium nach Mellor auf die aus der CFD�Rechnung erhaltenen und danach
gemittelten Werte angewendet
 so erh�lt man f�r die Betriebsgrenze durch saugseitige Str��
mungsabl�sung gute �bereinstimmung mit dem Kriterium des Di�usionsfaktors
 vgl� dazu
Abb������� mit Abb�������� Das Betriebsgrenzenkriterium nach Mellor sagt nichts �ber den
absoluten Wert des Totaldruckverlustes aus�

Abbildung ����� Der Totaldruckverlustbeiwert in Abh�ngigkeit vom Anstr�mwinkel

O�ensichtlich ist jedoch die in Abb�����	� und ������ dargestellte zu hohe Berechnung so�
wohl des Abstr�mwinkels als auch des Totaldruckverlustbeiwertes� Der mit der Massenstrom�
dichte gewogene teilungsgemittelte Abstr�mwinkel beim Auslegungswert des Anstr�mwinkels
�� 	 
�� liegt etwa �� �ber dem gemessenen Wert� Der mit der Massenstromdichte gewo�
gene teilungsgemittelte Totaldruckverlustbeiwert �� wird im Auslegungsanstr�mwinkel um
ungef�hr ��
� zu hoch wiedergegeben�

Die Begr�ndung der Abweichungen zwischen den errechneten und den gemessenen Werten
liegt zum einen sicher darin
 da� durch die Verwendung des Standard� �k � ���Modells der
Umschlag von laminarer zu turbulenter Str�mung nicht ber�cksichtigt wird
 d�h� die Grenz�
schicht wird von ihrem Entstehungsort an turbulent berechnet� Des weiteren ist bekannt
 da�
Rechnungen auf Basis der �niten Elemente dahingehend tendieren
 sogenannte �berdi�use
L�sungen zu berechnen� Der Grund daf�r ist in der Natur numerischer Verfahren zu suchen�
Das kontinuierliche Problem mit seinen unendlich vielen Freiheitsgraden wird durch ein dis�
kretes Modell mit endlich vielen Freiheitsgraden angen�hert� Diese Reduktion der Anzahl
der Freiheitsgrade ist einer gedanklichen Versteifung des Modells gegen�ber dem zu model�
lierenden Problem gleichzusetzen� Das Verfahren der Finiten Elemente tr�gt selbst auch zur
Berechnung �berdi�user L�sungen bei
 wie anhand der zentralen Di�erenzenoperatoren ge�
zeigt wurde� Hier gibt es aber die M�glichkeit durch das �Streamline�Upwinding�Verfahren�
einzugreifen� Das verwendete CFD�Programm FIDAP bietet die M�glichkeit mit Hilfe einer
Variablen �k
 die aus Glg��
���� bekannt ist
 in das �Upwinding� einzugreifen� Die Voreinstel�
lung f�r �k
 mit der auch die Rechnungen
 deren Ergebnisse in Abb�����	� und Abb�������
dargestellt sind
 durchgef�hrt wurden
 ist �k 	 �� Dieser Wert wurde deshalb gew�hlt
 da
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die L�sungen des Iterationsverfahrens damit relativ rasch konvergieren und zu meist quali�
tativ richtigen Ergebnissen f�hren� Um die quantitativen Aussagen der Rechnung
 die hier
von Interesse sind
 zu pr�zisieren
 ist es notwendig den Wert �k der Aufgabenstellung an�
zupassen� Die Auswirkungen einer Variation von �k auf den Abstr�mwinkel �� und auf den
Totaldruckverlustbeiwert �� wurden beim Auslegungsanstr�mwinkel �� 	 
�� untersucht�
Die Auswertungen davon zeigen Abb������� und Abb��������

Abbildung ����� Berechneter Abstr�mwinkel �ber dem Upwindingfaktor bei �� 	 
��

Abbildung ����� Berechneter Totaldruckverlustbeiwert �ber dem Upwindingfaktor bei �� 	

��

Interpretiert man die Ergebnisse aus Abb������� und ������
 so kommt man zu dem Schlu�

da� sich mit immer kleiner werdendem Upwindingfaktor die berechneten Ergebnisse den Me��
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werten n�hern� Es wurde aber die Erfahrung gemacht
 da� mit kleiner werdendem Upwin�
dingfaktor das Konvergenzverhalten des gesamten Rechenverfahrens immer schlechter wird�
Die Abb������� und Abb������� geben das Resultat dieser Studie wieder�

Abbildung ����� Berechneter Abstr�mwinkel �ber Anstr�mwinkel mit dem Parameter Up�
windingfaktor

Abbildung ����� Berechneter Totaldruckverlustbeiwert �ber Anstr�mwinkel mit dem Para�
meter Upwindingfaktor

Wie sich aus den Abb������� und Abb������� erkennen l��t
 n�hern sich die berechneten
Kurven mit abnehmendem Upwinding immer mehr den gemessenen Kurven�
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Das f�r den Upwindingfaktor �k 	 
�� nur jeweils ein Ast der Kurven vorhanden ist
 ist auf
das sich extrem verschlechternde Konvergenzverhalten der Rechnung zur�ckzuf�hren� Bei der
angenommenen Konvergenzschranke von �
�� war es im Bereich von ��� 	 �� 	 
�� nicht
m�glich eine L�sung zu �nden
 die die Schranke unterschritt� Obwohl die Relaxationsfaktoren
f�r alle f�nf zu berechnenden Variablen schon in der N�he von eins gesetzt waren
 zeigten
sich besonders bei der Dissipationsrate � Oszillationen der Residuen
 die ein Unterschreiten
der Konvergenzschranke unm�glich machten� Bei dem Versuch den Rechenproze� vollst�ndig
ohne zus�tzliche numerische Viskosit�t durchzuf�hren
 traten diese Oszillationen bei allen
f�nf zu berechnenden Variablen auf�

Abb�����
� zeigt die entstandenen Oszillationen im Geschwindigkeitsfeld an der Pro�lsaug�
seite bei einem Upwindingfaktor �k 	 
�
 und einem Anstr�mwinkel �� 	 
���

Abbildung ���
� Oszillationen im Geschwindigkeitsfeld bei �� 	 
�� und �k 	 
�


Deutlich ist die #nderung des Geschwindigkeitsvektors nach Betrag und Richtung an der
Pro�lober��che zu erkennen�
Um die gravierenden Auswirkungen eines Nichtanpassens des Upwindingfaktors zu belegen

sind in Abb������� das Geschwindigkeitsfeld und in Abb������� die Pro�ldruckverteilung der
Str�mung bei einem Anstr�mwinkel �� 	 ��� und einem Upwindingfaktor �k 	 
�� abgebil�
det� Diese Abbildungen sollen mit Abb������� und Abb�����
�
 die das Geschwindigkeitsfeld
und die Pro�ldruckverteilung bei �� 	 ��� und �k 	 ��
 zeigen
 verglichen werden� Die Ach�
senbezeichnungen �coordinate� bzw� �pres� entsprechen den Bezeichnungen �x�� bzw� dem
doppelten Cp��Wert in Abb�����
��



KAPITEL �� BERECHNUNGSERGEBNISSE 
�

Abbildung ����� Die errechnete Abl�seblase bei �� 	 ��� und �k 	 
��

Abbildung ����� Pro�ldruckverteilung bei �� 	 ��� und �k 	 
��
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Abbildung ����� Das Str�mungsbild bei �� 	 ��� und �k 	 ��


Sowohl die Rechnungen mit einem Upwindingfaktor von �k 	 
�
 als auch Teile der Rechnun�
gen mit �k 	 
��
 dazu geh�ren auch die in Abb������� und Abb������� dargestellten Ergebnis�
se
 haben die Konvergenzschranke von �
�� nicht unterschritten� Ihre Residuen stagnierten
in einem Bereich von ca� �
�	 bis � 
 �
�� � Sie konnten deshalb nicht in die Ergebnisse

dargestellt in Abb������� und Abb�������
 eingezeichnet werden�



Kapitel �

Zusammenfassung und Ausblick

Diese Diplomarbeit befa�t sich mit der numerischen Berechnung der ebenen turbulenten
Str�mung in einem NACA 
��Verdichtergitter� Dazu wurde das Finite�Elemente Programm�
paket FIDAP auf einer Alpha Workstation mit dem Betriebssystem UNIX verwendet� Die
zur Berechnung notwendigen Pro�lkoordinaten stammen aus dem NACA�Report ���� �
�

beziehungsweise aus ���� Ziel war die Erstellung von zwei im thermischen Turbomaschinen�
bau sehr h�u�g verwendeten Zusammenh�ngen� Das ist ��� ein Zusammenhang zwischen dem
Abstr�mwinkel �� und dem Anstr�mwinkel �� und ��� ein weiterer zwischen dem Totaldruck�
verlustbeiwert �� und dem Anstr�mwinkel ��� Au�erdem war man an weiteren Str�mungsei�
genschaften des Gitters wie zum Beispiel die Nachlaufdellen und die Pro�ldruckverteilungen
bei variierendem Anstr�mwinkel �� interessiert� Um die erhaltenen Ergebnisse �berpr�fen
zu k�nnen
 wurden aus den Daten des Reports ���� der NACA
 die in den f�nfziger Jah�
ren dieses Gitter in Windkanalversuchen verma�
 die beiden Diagramme �� 	 f���� und
�� 	 g���� erstellt� Daf�r wurden die diskret gemessenen Werte f�r Anstellwinkel
 Wider�
standsbeiwert und Str�mungsumlenkungswinkel in die zur Darstellung notwendigen Gr��en
umgerechnet� �berpr�ft wurde dieses Ergebnis mit den Mellor�Diagrammen� In weiterer Fol�
ge wurde das Str�mungsfeld um die periodisch angeordneten Pro�le numerisch berechnet�
Um die geforderten Diagramme erstellen zu k�nnen
 wurden nach Beendigung des iterativen
Berechnungsvorganges das FIDAP�Ergebnis�le dem Simulationsprogramm IDL nach ent�
sprechender Umformatierung mitgeteilt� Dort wurden Routinen verfa�t
 die daraus mit der
Massenstromdichte gewogene teilungsgemittelte Gr��en f�r �� und �� in Abh�ngigkeit von
�� lieferten� Diese wurden mit Hilfe des Programmes Sigma�Plot graphisch dargestellt�

Vergleicht man die berechneten und die gemessenen Werte
 stellt man besonders f�r den To�
taldruckverlust gr��ere Abweichungen fest� Qualitativ wird jedoch sowohl der Totaldruckver�
lust als auch der Abstr�mwinkel gut wiedergegeben� Diese Abweichungen sind auf mehrere
Ursachen zur�ckzuf�hren� Im Finite�Elemente�Verfahren wird ein Kontinuum mit unend�
lich vielen Freiheitsgraden diskretisiert� Daraus folgt eine Reduktion der Freiheitsgrade� Dies
f�hrt
 im Einklang mit anderen Autoren z�B� ���� dazu
 da� die errechneten Werte des Total�
druckverlustbeiwertes gegen�ber den Me�werten zu hoch ausfallen� Eine weitere Begr�ndung
f�r die zu hoch berechneten Werte ist die Tatsache
 da� bei der Verwendung des Standard�
�k � ���Modells die Transition in der Grenzschicht von laminarer zu turbulenter Str�mung
vernachl�ssigt wird� D�h� die Grenzschichtstr�mung wird von ihrem Beginn an als turbulent
aufgefa�t� Da aber der laminare Teil der Grenzschicht
 gegen�ber dem turbulenten Teil einen
geringeren Widerstand aufweist
 folgt daraus eine �berh�hte Berechnung des Totaldruckver�
lustes� Auch die Knotenzahl hat Ein�u� auf das Ergebnis� In ���� wurde gezeigt
 da� sich mit
steigender Knotenzahl die Rechenwerte den Me�werten n�hern�
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Um diese Di�erenz zwischen Me�� und Rechenwerten zu minimieren
 wurde nicht wie ur�
spr�nglich gedacht
 die Knotenzahl erh�ht
 da sich zum Einen mit den vorhandenen ���
�
Knoten die Rechenzeiten in akzeptablen Grenzen befanden
 und zum Anderen der gew�hlte
Netzgenerierungsalgorithmus sich dazu nicht besonders gut eignete� Das Augenmerk wurde
auf die zus�tzliche numerische Di�usion gerichtet� Durch Variation des Upwindingfaktors und
daraus resultierend geschickte Wahl der Relaxationskonstanten f�r jeden Freiheitsgrad fand
man ein Mittel
 um die Ergebnisse den Me�werten anzun�hern� Da� die Rechenwerte mit
den Me�werten nie ganz �bereinstimmten
 lag an dem immer schwieriger zu beherrschenden
Konvergenzverhalten des Rechenverfahrens mit abnehmendem �k�Wert
 so da� f�r �k 	 
�� nur
mehr Ergebnisse f�r �� � 
�� und f�r �k�Werte
 die unter 
�� lagen
 keine Ergebnisse mehr
erhalten werden konnten
 die die von Anfang an festgelegte Konvergenzschranke von �
��

erreichten�
Ein Ziel dieser Arbeit war
 durch ein numerisches Berechnungsverfahren Voraussagen �ber
die Abh�ngigkeit des Abstr�mwinkels und des Totaldruckverlustbeiwertes vom Anstr�mwin�
kel eines Verdichtergitters tre�en zu k�nnen� F�r dieses eine
 hier untersuchte Pro�l konnte
dieses Ziel erreicht werden�

Ausblick

Dieses hochinteressante Thema der Kompressoraerodynamik bietet nat�rlich eine Unmenge
von M�glichkeiten
 um im Zuge weiterer Arbeiten auf diesen hier vorliegenden Ergebnissen
aufzubauen� Es k�nnten verschiedene Richtungen verfolgt werden�

Da die Berechnung turbulenter Str�mungen mit der heutigen Hard� und Software f�r die
Erfassung der Turbulenz geeignete Turbulenzmodelle ben�tigt
 w�re es durchaus sinnvoll
diese hier vorliegende Berechnung auch mit anderen Turbulenzmodellen als dem Standard�
�k � ���Modell durchzuf�hren� Das algebraische Modell nach Baldwin�Lomax w�rde sich
hier besonders gut eignen
 da die beiden Transportgleichungen f�r k und � aus dem zu
l�senden Satz von Erhaltungsgleichungen wegfallen w�rden und so das Berechnungsverfahren
wesentlich beschleunigt w�rde�

Auch die Wahl des Netzgenerierungsalgorithmus und des Gleichungsl�sungsverfahrens
 die
von ganz entscheidender Bedeutung ist
 ist sicher in Form der einen oder anderen Arbeit
dokumentierungsw�rdig�

Die vorliegende Berechnung wurde in einem Machzahlbereich durchgef�hrt
 in dem es zu�
l�ssig war die Kompressibilit�t zu vernachl�ssigen� Der Kompressibilit�tsein�u� bei h�heren
Machzahlen
 insbesonders in Bereichen knapp unterhalb der Schallgrenze w�re ein weiteres
Arbeitsfeld�

Aufbauend auf den vorhandenen Kenntnissen w�re es sinnvoll
 der Pro�lentwicklung der letz�
ten Jahre entsprechend
 die Str�mungseigenschaften sogenannter �controlled�di�usion�airfoils
�CDA�� numerisch zu untersuchen� Die Form dieser Pro�le entsteht durch Vorgabe einer ge�
w�nschten Druck� bzw� Geschwindigkeitsverteilung am Pro�l
 deren numerische Nachrech�
nung eine Aufgabenstellung f�r weitere Arbeiten sein k�nnte�

Nat�rlich dr�ngt sich bei zweidimensional durchgef�hrten numerischen Berechnungen immer
die Frage nach der dreidimensionalen Berechnung
 deren �bereinstimmung mit der ebenen
Berechnung und den eventuell vorhandenen Me�werten auf� Spezielle dreidimensionale Ef�
fekte wie zum Beispiel Sekund�r� und Spaltstr�mungen k�nnten hierbei untersucht werden�
In diese Richtung wurde bereits im Zeitraum der Erstellung dieser Arbeit erste Schritte un�
ternommen�
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